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✈✐✐✐ ❚❛❜❧❡ ❞❡s ♠❛t✐èr❡s
■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡st ✉♥❡ ❞✐s❝✐♣❧✐♥❡ ré❝❡♥t❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡ ❧✬✐♥✈❡♥t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛ ❞✐✛✉s✐♦♥ ❞❡s ♦r✲
❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❡t ❞✉ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❛✐s♦♥♥❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t s✉r ❝❡s ❝❛♣❛❝✐tés ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡
❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s ❧❛♥❣✉❡s✱ ❧❡ ❋r❛♥ç❛✐s
❛ ❢♦r♠é ❧❡s ♠♦ts ✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❡t ♦r❞✐♥❛t❡✉r s✉r ❞❡s r❛❝✐♥❡s ❜✐❡♥ ❞✐✛ér❡♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❞♦♥♥❡ ♣❧✉s
❞❡ ❢❛❝✐❧✐té à ♣❛r❧❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s❛♥s ♣❛r❧❡r ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡
❛♣♣❧✐q✉é❡✱ q✉✐ s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❡t ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ q✉✐ ❛ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❛②❛♥t tr❛✐t ❛✉① ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ♠❛✐s q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐ s❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✳
❊♥ s✬❛❜str❛②❛♥t ❞❡ s♦♥ ♦❜❥❡t ❞✬ét✉❞❡✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ❛ ❣❛❣♥é ❧❡ st❛t✉t ❞❡ s❝✐❡♥❝❡✳ ❖♥ ♣❡✉t
❡♥ ❡✛❡t ♣❛r❧❡r ❞✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ s❛♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ♣❛r❧❡r ❞✬♦r❞✐♥❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ♣❡✉t ♣❛r❧❡r
❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ s❛♥s ♣❛r❧❡r ❞❡ ❝❤❛♠♣ ❞❡ ❜❧é✳✶ ▲❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ s❡ s✐t✉❡ ❛✉ ❝r♦✐s❡♠❡♥t
❡♥tr❡ t❤é♦r✐❡ ❡t ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❡❧❧❡ ♣♦s❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝♦♥❝r❡t✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t✱ ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳
Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥
❉❡♣✉✐s ❧❛ ♣ré❤✐st♦✐r❡✱ ❧✬❍♦♠♠❡ ✐♥✈❡♥t❡ ❞❡s ♦✉t✐❧s ❡t ❧❡s ♣❡r❢❡❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡s r❡♥❞r❡ ♣❧✉s
rés✐st❛♥ts✱ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s✱ ♠❛✐s s✉rt♦✉t ♣❧✉s ❛❞❛♣tés à s♦♥ ✉s❛❣❡✱ à s❛ ♠♦r♣❤♦❧♦❣✐❡✳ ▲✬♦r❞✐♥❛✲
t❡✉r ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ r❛♣♣♦rt ❡♥tr❡ ❧✬❍♦♠♠❡ ❡t s♦♥ ♦✉t✐❧ ✿ ❧❛ ❝♦♠♠✉♥✐❝❛t✐♦♥✱ ❛✉ s❡♥s
✐♥t❡❧❧❡❝t✉❡❧✱ ❡t ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❤②s✐q✉❡✳ ▲✬❍♦♠♠❡ ♥❡ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡ ♣❧✉s s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦r❝❡
♣❛r ❧✬✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❞❡ s♦♥ ❜r❛s ❡t ❞❡ s❛ ♠❛✐♥ à ✉♥ s✐❧❡① ♦✉ ✉♥ ❝♦✉t❡❛✉✱ ♠❛✐s ✐❧ ❝♦♠♠✉♥✐q✉❡
❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s à ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r ♣❛r ❧❡ ❜✐❛✐s ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳ ❈✬❡st ❛❧♦rs ❧❡
rô❧❡ ❞✬✉♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r ✭❝♦♠♣✐❧❛t❡✉r ♦✉ ✐♥t❡r♣rèt❡✮ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡①♣r✐♠é ❞❛♥s ❝❡
❧❛♥❣❛❣❡ s♣é❝✐✜q✉❡ ❡♥ ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❡①é❝✉t❛❜❧❡s ♣❛r ✉♥ ♦r❞✐♥❛t❡✉r✳
❈♦♠♠❡ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs s✐❧❡① t❛✐❧❧és✱ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ♥✬ét❛✐❡♥t ♣❛s
très ❝♦♠♠♦❞❡s✳ ■❧s ét❛✐❡♥t très ♣r♦❝❤❡s ❞✉ ❝♦♥❝r❡t✱ ❞❡ ❧✬é❧❡❝tr♦♥✐q✉❡ ✿ ✐❧ s✬❛❣✐ss❛✐t ❞❡ ❞♦♥♥❡r
❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡s ♣❛r ❧❡ ♠✐❝r♦♣r♦❝❡ss❡✉r✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❛♥♥é❡s✱
❧✬❍♦♠♠❡ ❛ ❛♠é❧✐♦ré ❧❛ ❢❛❝✐❧✐té ❞✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ♠ê♠❡ ❞✬❡r❣♦♥♦♠✐❡✮ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ✿ ✐❧s ♦♥t
❣❛❣♥é ❡♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡✳ ■❧ ② ❛ ❞✬❛❜♦r❞ ❡✉ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ str✉❝t✉ré❡✱ q✉✐
❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s r❡❞✐r❡❝t✐♦♥s ✭❣♦t♦ st❛t❡♠❡♥ts✮ ♣❛r ❞❡s ✐tér❛t✐♦♥s ❡t ❞❡s ❜♦✉❝❧❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡✈❡♥✉ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ❧❛♥❣❛❣❡ ♥❛t✉r❡❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❞❡s ♦r❞r❡s q✉✬✉♥ ❤✉♠❛✐♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥♥❡r✳ ■❧ ❡st ❛✉ss✐ ❞❡✈❡♥✉ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t✱
✶▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s tr❛❝❡s ❞❡ ❣é♦♠étr✐❡ r❡♠♦♥t❡r❛✐❡♥t ❡♥ ❡✛❡t à ❧✬é♣♦q✉❡ ❞❡ ❧✬➱❣②♣t❡ ❛♥t✐q✉❡✱ ♦ù ✐❧ ét❛✐t ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡ ❞❡ ♠❡s✉r❡r ❧❡s ❝❤❛♠♣s ♣♦✉r é✈✐t❡r t♦✉t ❞✐✛ér❡♥❞ ❛♣rès ❧❛ ❞é❝r✉❡ ❞✉ ◆✐❧✳
✶
✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❛✉ s❡♥s ♦ù ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r ♥✬❛ ♣❧✉s à s❡ ♣ré♦❝❝✉♣❡r ❞❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ s♦♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✐❣♥❡s ♦✉ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ② ✈♦✐r ✉♥ ❣❛✐♥ ❡♥ ♠♦❞✉❧❛r✐té ✿
✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ❝♦❞❡ ♣❡✉t êtr❡ ré✉t✐❧✐sé s❛♥s ❞❡✈♦✐r ❝❤❛♥❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ét✐q✉❡tt❡s ♦✉ ❝❡rt❛✐♥❡s
ré❢ér❡♥❝❡s à ❞❡s ♥✉♠ér♦s ❞❡ ❧✐❣♥❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t tr♦✉✈❡r ét♦♥♥❛♥t q✉❡ ❝❡s é✈♦❧✉t✐♦♥s ❛✐❡♥t ❡✉ ❧❡✉rs
❧♦ts ❞❡ ré❢r❛❝t❛✐r❡s✱ ❛❧♦rs q✉✬✐❧ ❡st ♥♦r♠❛❧ q✉✬✉♥❡ s❝✐❡♥❝❡ ❥❡✉♥❡ é✈♦❧✉❡ r❛♣✐❞❡♠❡♥t✳
❯♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛ été ❢r❛♥❝❤✐❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞é❝❧❛r❛t✐❢s✱ ♦ù ❧✬✉t✐❧✐s❛t❡✉r ♥✬❡st
♣❧✉s ✐♥✈✐té à ❞♦♥♥❡r ❞❡s ♦r❞r❡s ❝♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t ✭♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ✐♠♣ér❛t✐✈❡✮✱ ♠❛✐s à
❞♦♥♥❡r ❞❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞✉ rés✉❧t❛t q✉✬✐❧ ❞és✐r❡ ❡t à ❧❛✐ss❡r ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐❜❡rté à ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r
q✉❛♥t ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❛r✈❡♥✐r à ❝❡ rés✉❧t❛t✳ ■❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❞é❝❧❛r❛t✐❢s r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉❥♦✉r❞✬❤✉✐✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
str✉❝t✉ré❡ à s❡s ❞é❜✉ts✱ ❛❧♦rs q✉❡ ♣❧✉s ♣❡rs♦♥♥❡ ♥❡ ❝♦♥t❡st❡ ❞és♦r♠❛✐s s♦♥ ✐♥térêt✳ ❯♥❡ ❜r❛♥❝❤❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞é❝❧❛r❛t✐❢s ❡st ❝♦♥st✐t✉é❡ ♣❛r ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ♣✉rs ❞❛♥s
❧❡sq✉❡❧s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉és ♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭❛✉ s❡♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮✳ ❈❡❝✐
❛ss✉r❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ tr❛♥s♣❛r❡♥❝❡ ré❢ér❡♥t✐❡❧❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ f(x) ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ x✱ ❝❡
q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ✈r❛✐ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ✐♠♣ér❛t✐❢s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ f(x) ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧✬ét❛t ❞❡
❧❛ ♠é♠♦✐r❡✮✳ ❯♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ ❝❡❧❛ ❡st q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ s✉✐✈r❡ ✉♥
♦r❞r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ♥❡ ❞é♣❡♥❞r❛ ♣❛s ❞❡ ❝❡t ♦r❞r❡✳ ❈❡ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s ❧❡
❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ✐♠♣ér❛t✐❢s✱ ❧❡sq✉❡❧s ✐♠♣♦s❡♥t ❞♦♥❝ ✉♥ ♦r❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲✬♦r❞r❡ ❝❤♦✐s✐
s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
▲❛ t❤é♦r✐❡ ❛✉ ❝÷✉r ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❡st ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✐♥✈❡♥té ♣❛r ❈❤✉r❝❤ ❬❈❤✉✹✶❪✳
▲✬✉♥✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❡st ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ q✉✐ ❝♦♥s✐st❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ✭♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ré❞❡① ♦✉ ❞❡ r❛❞✐❝❛❧✮ ♣❛r ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡q✉❡❧ ❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦r♠❡❧ ❛ été r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ✭❧❡ ré❞✉✐t✮✳ ▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s
ré❡❧s ❞✐✛èr❡♥t s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r✱ ♠❛✐s ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s ♣❡✉t êtr❡ ét✉❞✐é
❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ❧✐♠✐té✳
Pr♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❡t ❡❢❢✐❝❛❝✐té
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❛ ✉♥ s❡♥s ❝♦♥❝r❡t é✈✐❞❡♥t ✿ ❝♦♠❜✐❡♥ ❞❡ t❡♠♣s ❢❛✉t✲✐❧ ♣♦✉r ❡①é❝✉t❡r
t❡❧ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ é❝r✐t ❞❛♥s t❡❧ ❧❛♥❣❛❣❡✱ ❡①é❝✉té ♣❛r t❡❧ é✈❛❧✉❛t❡✉r✱ s✉r t❡❧❧❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❄ ■❧ ② ❛
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣❛r❛♠ètr❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥❝❡✈♦✐r ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs r❛♣✐❞❡s r❡❧è✈❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡
❞❡ ❧✬❛r❝❤✐t❡❝t✉r❡ ❞❡s ♦r❞✐♥❛t❡✉rs✳ ❈❡❧✉✐ ❞✬é❝r✐r❡ ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✭✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡✮ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r
rés♦✉❞r❡ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞♦♥♥é ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞♦♥♥é s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡ q✉❡ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s ❞♦ré♥❛✈❛♥t ❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡ r❡❧è✈❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t❡✉r✱ ❡t
❞♦♥❝✱ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✱ ❞✉ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ s♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❡✣❝❛❝❡✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❝❡ t❡rr❛✐♥ ❡st ❣❧✐ss❛♥t ✿ ❝♦♠♠❡♥t ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡✉① é✈❛❧✉❛t❡✉rs ❄ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ ❧✬✉♥ ♣❡✉t êtr❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❣r❛♠♠❡s✱ ❡t ❧✬❛✉tr❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥s ❛✉tr❡s✳ ■❧
❢❛✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ♣r✉❞❡♥t✱ ♠❛✐s ❧❛ ♣❡✉r ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ♥♦✉s ❡♠♣ê❝❤❡r ❞✬❛✈❛♥❝❡r✳ ◆♦✉s
r❡st❡r♦♥s ❞♦♥❝ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ q✉❛❧✐t❛t✐❢ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✳
▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞é♣❡♥❞ ❝r✉❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❛✉t♦r✐s❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ très ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ♦ù ❧❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛ss❡③ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t à ❞❡s ✐♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧✬♦r❞✐♥❛t❡✉r✳ ❊♥ ✉♥ s❡♥s✱ ❧❡
✸♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ♠✐s s✉r ❧❡s é♣❛✉❧❡s ❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✳ ❉❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ✐♠♣ér❛t✐❢s ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞é❥à s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ② ♦♥t été ❝♦♥s❛❝rés✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣r❡♥❞ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞✐♠❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱
❝❛r✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❧❛✐ss❡ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❈❡ q✉✐ ❡st s✉r♣r❡♥❛♥t✱ ❝✬❡st q✉❡ ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♥❡ s✉s❝✐t❡ ♣❛s
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬✐♥térêt✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥❡s q✉❡st✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ s❡♠❜❧❡ ❝❧♦s✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡✉① ré♣♦♥s❡s✱ ❧✬✉♥❡ ♣r❛t✐q✉❡ ❡t ❧✬❛✉tr❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ r❛❞✐❝❛✲
❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sé❡s✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ ♣r❛t✐q✉❡ s❡ ❞é❝❧✐♥❡ ❡♥ ❞❡✉① ✈❛r✐❛♥t❡s ✿ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✳
❈❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♦♥t ❝♦♠♠❡ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ❞❡ ♥❡ ❥❛♠❛✐s ré❞✉✐r❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
♠❛✐s ❡❧❧❡s ❞✐✛èr❡♥t s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s✳ ❊♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱
✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡st t♦✉❥♦✉rs ré❞✉✐t ❛✈❛♥t ❞✬êtr❡ ♣❛ssé à ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❞♦♥❝ ♣❛r❢♦✐s ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t✮✱
❛❧♦rs q✉✬❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ ✉♥ t❡r♠❡ ♥✬❡st ré❞✉✐t q✉❡ s✐ ❝✬❡st ✈r❛✐♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❊♥
t❤é♦r✐❡✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❡st ❞♦♥❝ ♠❡✐❧❧❡✉r✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉① à ✐♠♣❧❛♥t❡r✱
❞♦♥❝ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❧❡s ❛✈✐s s♦♥t ♣❛rt❛❣és✳
▲❛ ré♣♦♥s❡ t❤é♦r✐q✉❡ s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ P♦✉r t♦✉t ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡
♦♣t✐♠❛❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❝❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣ér❛t✐♦♥ é❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡ ❡st tr♦♣ ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡
❢❛ç♦♥ ❞✬❛♣♣ré❤❡♥❞❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❛ ✉♥ ❝♦ût✳
❊❢❢✐❝❛❝✐té ❡t ♦♣t✐♠❛❧✐té
P♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ▲é✈② ❡♥ ✶✾✽✵ ❬▲é✈✽✵❪ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s ❜✐❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✭❡t ♦♥ ♣❛r❧❡ ❞♦♥❝ ♣❛r❢♦✐s ❞❡ ▲é✈②✲♦♣t✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ✐♥s✐st❡r s✉r ❝❡ s❡♥s✮✳ ❊❧❧❡ s✉♣♣♦s❡
q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦ût ❝♦♥st❛♥t✱ ♣❧✉s✐❡✉rs r❛❞✐❝❛✉① ❛②❛♥t
✉♥❡ ♦r✐❣✐♥❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳ ❈✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ s✉♣♣♦s❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✱ q✉✐
♥✬❡st ♣❛s ♣rés❡♥t ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r
❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t ❝❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱
✐❧ s✉✣t ❞✬❛✈♦✐r ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ t❡❧❧❡ q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ t♦✉s
❧❡s r❛❞✐❝❛✉① ré❞✉✐ts s✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ s♦✐t ✉♥✐q✉❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♣♦✉r ❝❡❧❛
s❡ ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s r✐❝❤❡ q✉❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♠✉♥✐ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ✜♥❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s✳
■❧ ❛ ❢❛❧❧✉ ❞✐① ❛♥s ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❛❝t✐✈❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ❋✐❡❧❞ ❛ ♠♦♥tré q✉❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❛ss❡③ ✜♥❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❧❛ ▲é✈②✲♦♣t✐♠❛❧✐té ❬❋✐❡✾✵❪✳ ❙✐♠✉❧t❛♥é♠❡♥t✱ ▲❛♠♣✐♥❣ ❛ ❡①❤✐❜é ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s ✭❡♥ ❢❛✐t ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲❛❢♦♥t ❬▲❛❢✾✵❪✮
ré❛❧✐s❛♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❝❡ ♣❛rt❛❣❡ ❬▲❛♠✾✵❪✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ▲❛♠♣✐♥❣ s❡♠❜❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡r ❝♦♠♠❡
♣❛r ♠❛❣✐❡✱ ♣❧✉tôt ❣râ❝❡ à ❞❡s ❛st✉❝❡s q✉❡ ❣râ❝❡ à ❞❡ ❣r❛♥❞s ♣r✐♥❝✐♣❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❣é♥èr❡
❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❞♦♥❝ q✉✐ ♥✬✐♥✈❛❧✐❞❡♥t
♣❛s ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲é✈②✳ ❉❡ ♥♦♠❜r❡✉① tr❛✈❛✉① ♦♥t s✉✐✈✐ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ♣♦✉r ♠✐❡✉①
❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ s②stè♠❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣♦✉r ❧✉✐ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ r❛♣♣♦rt ❛✈❡❝ ❧❛
✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ♣♦✉r ❡♥ ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❬●❆▲✾✷✱ ❆●◆✾✻✱ ❆●✾✽❪✳
❈❡s tr❛✈❛✉① ♥✬♦♥t ♣♦✉rt❛♥t ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t r❡♠♣❧✐ ❧❡✉r ♠✐ss✐♦♥ ✿ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ r❡st❡
✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ❞✐✣❝✐❧❡ à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❡t ✐♥✉t✐❧✐s❛❜❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ✐❧ ♥❡ ❢❛✉t ♣❛s ❝♦♥❢♦♥❞r❡ ❡✣❝❛❝✐té ❡t ▲é✈②✲♦♣t✐♠❛❧✐té ✿ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉
♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♥❡ ♣ré❝✐s❡ r✐❡♥ q✉❛♥t à ❞✬é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛✉tr❡s
♦♣ér❛t✐♦♥s✱ q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t q✉❛❧✐✜❡r ❞✬❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s✳ ❖♥ s❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ β✲
ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❛r❜✐tr❛✐r❡✮ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥ ❝♦ût ❜♦r♥é ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ q✉❡❧❧❡ q✉✬❡♥ s♦✐t ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❬❙t❛✼✾❪✳
❈❡❧❛ ♥✬❡♠♣ê❝❤❡ ♣❛s ♣♦✉r ❛✉t❛♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❊♥ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡✱
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ tr❛✈❛✉① ❬▲▼✾✻✱ ❆❈▼✵✵❪ ♦♥t ♠♦♥tré q✉❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♠♣✐♥❣ ❡t
s❡s ✈❛r✐❛♥t❡s s♦♥t ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉s❡s ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s ✿ ✐❧ s❡♠❜❧❡
q✉✬❛ss✉r❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ très ✜♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✐t ✉♥ ❝♦ût ✐♥tr✐♥sèq✉❡
✐♥❝♦♠♣r❡ss✐❜❧❡✳
❖♣t✐♠❛❧✐té ❡t ♦♣t✐♠❛❧✐tés
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡s ♥♦t✐♦♥s ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❨♦✲
s❤✐❞❛ ❬❨♦s✾✹❪ ❡t ▼❛r❛♥❣❡t ❬▼❛r✾✶✱ ▼❛r✾✷❪ ♣r♦✉✈❡♥t ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣r♦❝❤❡ ❞❡
❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ♣♦✉r ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐❜❧❡✳ ❘é❝❡♠♠❡♥t✱ ❇❧❛♥❝✱ ▲é✈② ❡t ▼❛✲
r❛♥❣❡t ❬❇▲▼✵✺❪ ♦♥t ❢♦r♠❛❧✐sé ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❞✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❛✉ss✐
❞♦♥♥❡r ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳
❖♥ ♣❡✉t ✐♥t❡r♣rét❡r ❝❡❧❛ ❡♥ ❞✐s❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞é♣❡♥❞ ❞❡s rè❣❧❡s
❞✉ ❥❡✉ q✉❡ ❧✬♦♥ s❡ ❞♦♥♥❡✳ ■❝✐✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❞✉ ❥❡✉ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ q✉✐ ❡st ❛✉t♦r✐sé ♦✉
♥♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ▲é✈② ♥❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s ❧❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s ❞♦♥♥é❡s✳ ❈✬❡st ♣♦✉r ❝❡❧❛
q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ✈r❛✐❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ✭❧❛ ♥♦t✐♦♥ ♠❛①✐♠❛❧❡✮✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ❛✉ss✐ ♣♦✉r ❝❡❧❛ q✉✬❡❧❧❡
♥❡ ❞♦♥♥❡ ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡✳ ❙✐ ♦♥ ❧✐♠✐t❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❛✉t♦r✐sé
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ♦❜t❡♥✐r
❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❛✉ s❡♥s ❞❡ ▲é✈② ❬❋✐❡✾✵❪✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♦♥ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞é✜♥✐r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ét❛♥t ❞♦♥♥é❡s ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥❝rèt❡ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳
■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠♦❞è❧❡s ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❧✐❡✉ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦ût
♣❧✉s ré❛❧✐st❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ✿ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡s ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s
❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût ✉♥✐✈❡rs❡❧✱ ❝❛r❛❝tér✐s❛♥t
❧❡ ❝♦ût ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ r❡st❡ ♦✉✈❡rt❡ ❬▲▼✾✻❪✳
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
◆♦tr❡ ❝♦♥tr✐❜✉t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st ❞❡ ♣♦s❡r ✉♥ r❡❣❛r❞ ♥❡✉❢ s✉r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❡t
♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉ ❛ss❡③ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ✿
✐❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s ✐❝✐ ❞❡ ❞✐s❝✉t❡r ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❞❡ ❜♦✉s❝✉❧❡r ❧❡s ✐❞é❡s r❡ç✉❡s
s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈❛♥ç♦♥s ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ♠❛❥❡✉rs ❡♥ ❝❡ s❡♥s✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥✐ ✉s✉❡❧❧❡✱
♥✐ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❊❧❧❡ s❡ ♣rés❡♥t❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s s♦✉s
✺❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ P♦✉rt❛♥t✱ ❡❧❧❡ é✈✐t❡ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❤❛❜✐t✉❡❧s ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦rt❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧✉✐ ❞✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣✉②♦♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞és✐r❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥
❡✣❝❛❝❡ ❣râ❝❡ à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✱ ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛♣♣✉②é ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞és✐r❛❜❧❡s✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❥✉st✐✜♦♥s ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡
♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉① ♠♦✲
❞è❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✭❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✱ ♠❛✐s r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
♥♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❡♥ q✉♦✐ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣♦✉rr❛✐t
♣❡r♠❡ttr❡ ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡✳
■♠♣❧✐❝✐t❡ ❝♦♥tr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡
▲✬❤✐st♦✐r❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ré❝❡♥t❡✱ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡✱ ❡t s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞✬❛✉tr❡s ❞♦♠❛✐♥❡s✱ ♠♦♥tr❡
q✉❡ ❞❡s ♣❤é♥♦♠è♥❡s ✐♥tér❡ss❛♥ts ♣❡✉✈❡♥t s✉r✈❡♥✐r q✉❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥s ❛s♣❡❝ts ✭❡♥ ✉♥ s❡♥s très
❣é♥ér❛❧✮ s♦♥t r❡♥❞✉s ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✮✱ ♦✉ ♠♦✐♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦✮✳ P♦✉rt❛♥t ❧✬✐❞é❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st s♦✉✈❡♥t très s✐♠♣❧❡✱ ♠❛✐s ❧❡s
❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ très s✉r♣r❡♥❛♥t❡s ❡t s♦rt✐r ❞✉ ❝❛❞r❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳
▲❛ ✈❛r✐❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ ❛①❡ tr❛♥s✈❡rs❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▼❛✐s ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♥♦✉s ♣❛r❛ît ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s ❛❧♦rs ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❡♥
✐♥t❡r♥❛❧✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❧❡s ❢❛✐s❛♥t ♣❛ss❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳
❊♥✜♥✱ ♣♦✉r ✐♠♣❧❛♥t❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
✉♥ ❛❣❡♥t s♣é❝✐❛❧ ❝❤❛r❣é ❞❡ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
✉♥ ♦❜❥❡t s②♥t❛①✐q✉❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡✳
❙✉r✈♦❧ ❞❡ ❧❛ t❤ès❡
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■ ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❛✉ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❤ès❡ ✿
ré❝r✐t✉r❡ ✭♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✮✱ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ str❛té❣✐❡s ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ■❧
s✬❛❣✐t ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ✜①❡r ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❝♦♥str✉✐t ♣❛s à ♣❛s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ st❛♥❞❛r❞ ❡t ❝♦♠♣❧❡t✱ ♠❛✐s q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♥♦✉s
❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ✐♥❞✐❝❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ✭❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡t ❝♦♣✐❡✮✳ ▲❛ ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡
✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦❜t❡♥✉s ❡st ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜s✲
tr❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦✉♣❧é❡ à ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❈❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥❡ s♦♥t ❞♦♥❝ ♣❛s ❝♦♠♣❧❡ts✱ ❛✉ s❡♥s
♦ù ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t êtr❡ s✐♠✉❧é❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡s
❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❧❡✉r ✐♥térêt ✿ ✐❧s ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞❡ ♣r♦♣r✐étés s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s ✭❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮ ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s
q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❡♣r❡♥❞ ♣♦✉r ❧✬❡ss❡♥t✐❡❧ ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❋▼❙✵✺❛❪✳
✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ♦♥t ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ❈❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ♣❛s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ét❛♥t ❢❛❝✐❧❡s à
✐♠♣❧❛♥t❡r ❛✈❡❝ ✉♥ ❝♦ût ❝♦♥st❛♥t✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ♣r♦♣♦s❡ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ré✢❡①✐♦♥ s✉r ❧❛ r❡♣rés❡♥✲
t❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♣r♦♣✐❝❡ à ✐♠♣❧❛♥t❡r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ét✉❞✐é ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧ ✿ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❙✐♥✵✺❜❪✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ♣r♦♣♦s❡ ❛❧♦rs ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ✐♥✲
tér❡ss❛♥t ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ▲❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡ ✿ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❡st ❞✬❛❜♦r❞
❛♣♣❧✐q✉é à ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❧❡t ✭♦ù t♦✉t❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é❡✮✱ ♣✉✐s ❧❡ s②stè♠❡ ❡st
s✐♠♣❧✐✜é ❥✉sq✉✬à r❡tr♦✉✈❡r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❆ ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s s②stè♠❡s s♦♥t ♣r♦✉✈é❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡✣❝❛❝❡✳ ◗✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s♦♥t ❞é❝r✐ts✳ ❈❡
❝❤❛♣✐tr❡ s✬❛♣♣✉✐❡ s✉r ❧❡s ❛rt✐❝❧❡s ❬❙❋▼✵✸✱ ❋▼❙✵✺❝❪✳
❊♥ rés✉♠é✱ ❧❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ■■ à ■❱ ❝♦♥str✉✐s❡♥t ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣♦✉r ❥✉st✐✜❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉❡ ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ✿ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s très s❛t✐s❢❛✐✲
s❛♥t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♠❛♥q✉♦♥s ❤é❧❛s ❞✬♦✉t✐❧s ❛❞éq✉❛ts ♣♦✉r ♣❛r❧❡r ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✬✉♥
♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝♦ût ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ✈♦✉❧✉ ❢❛✐r❡ ✉♥ ♣❛s ✐♠♣♦r✲
t❛♥t ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ❡♥ r❡❧✐❛♥t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✭❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧❛
str❛té❣✐❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✮ ❡t ❧❡ ♠♦♥❞❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❛✉q✉❡❧ ❛♣♣❛rt✐❡♥t ❧❛ str❛té✲
❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✮✱ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦❞♦♥s ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t à ❧❛ ❢♦✐s
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❡t ♥♦✈❛tr✐❝❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ♥✬❡st
é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s t❡r♠✐♥é❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❡s♣ér♦♥s q✉❡ ❝❡s tr❛✈❛✉① ❞♦♥♥❡r♦♥t ✉♥ é❝❧❛✐r❛❣❡ ♥♦✉✈❡❛✉
❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❛ss❡♠❜❧❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬❙✐♥✵✺❛✱ ❙✐♥✵✻❜✱ ❙✐♥✵✻❛❪✳
❊♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✱ ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts ❡t s♦♥t ♣ré❝é❞és
❞✬✉♥ ♣❡t✐t rés✉♠é✳ ▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❢♦✉r♥✐t ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❛✉① ❈❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t ■❱
❡t ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ s♣é❝✐❛❧✐s❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■ ❛✉ ❝❛s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✱
♠❛✐s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❝❤❛q✉❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ r❡♥❞ ❛✐sé❡ ❧❛ ❧❡❝t✉r❡ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡s ❛✉tr❡s✳ ▲❡
❈❤❛♣✐tr❡ ❱ ❡st ♠♦t✐✈é ♣❛r ❧❡s ❝❤❛♣✐tr❡s q✉✐ ❧❡ ♣ré❝è❞❡♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛ss❡③ ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t✳
P❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣ér✐♦❞❡ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ❧✬❛✉t❡✉r ❛ ❝♦♥tr✐❜✉é à ❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉①✳ ▲❡
❈❤❛♣✐tr❡ ❱ ♠♦♥tr❡ ❝♦♠♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛s✲
s♦✉♣❧✐❡s s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❛✈❛♥❝é❡ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ❛ été ♣rés❡♥té❡
❞❛♥s ❬❙▼✵✺❪✳ ❉❛♥s ❝❡t ❛rt✐❝❧❡✱ ❧❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s✱ ♠❛✐s ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❡st ❝♦♥s❡r✈❛t✐✈❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡
♣❡✉t êtr❡ tr❛❞✉✐t ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱ ♣rés❡♥t❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❝♦❞❛❣❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ssés ❞❛♥s ❧✬❛rt✐❝❧❡ ❬❋▼❙✵✺❜❪ ❛✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ♣❧✉s r✐❝❤❡✱ ❧❡ ρ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❈❑✵✶❪✳ ▲✬❡♥❥❡✉ ❡st ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡rt✉r❜❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ✿ ✉♥ é❝❤❡❝ ❞❡ ✜❧tr❛❣❡ ❧♦❝❛❧ ♣❡✉t ❛✈♦✐r
❞❡s ré♣❡r❝✉ss✐♦♥s s✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❣❧♦❜❛❧❡ ❞✉ t❡r♠❡✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❤é♥♦♠è♥❡s ♥✬❛rr✐✈❡ ♣❛s
❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ P❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣♦sé❡s ❀ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐♥s♣✐ré ♣❛r ❧❡s ❜✐❣r❛♣❤❡s ❬❏▼✵✸❪✳
❈❤❛♣✐tr❡ ■
❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡ ✿ ré❝r✐t✉r❡
❞❡ t❡r♠❡s✱ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ str❛té❣✐❡s✱ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
✼
✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
■✳✶ ❘é❝r✐t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡
❉❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡✱ ♦♥ ♠❛♥✐♣✉❧❡ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✳ ◗✉❡❧q✉❡s
é❧é♠❡♥ts ❞❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡s ❡t rés✉❧t❛ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣rés❡♥tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ✿ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❛❜str❛✐t❡✳ ❖♥ s❡ ré❢ér❡r❛ à ❬❚❡r✵✸❪ ♣♦✉r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✶✳✶ ✭❙②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t✮
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐t ✭❆❘❙✮ R ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (A,−→
R
) ♦ù A ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❡t −→
R
✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ s✉r A ✿ −→
R
⊆ A × A✳ ❖♥ ♥♦t❡ → ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ −→
R
❧♦rsq✉✬✐❧ ♥✬②
❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳ ❖♥ ♥♦t❡ t → u s✐ (t, u) ∈ → ❡t t 6→ u s✐ (t, u) 6∈ →✳ ❖♥ ♥♦t❡ →∗ ❧❛
❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ → ❡t ← ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✐♥✈❡rs❡ ❞❡ →✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡
q✉❡ u ← t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ t → u✳ ❊♥✜♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té ❡st ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡♥❣❡♥❞ré❡ ♣❛r −→
R
✱ ❡❧❧❡ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♥♦té❡ =R ✭♦✉ s✐♠♣❧❡♠❡♥t =✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✶✳✷
❖♥ ❞✐t q✉❡ t ∈ A ❡st ❡♥ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✬✐❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ v ∈ A t❡❧ q✉❡ t −→
R
v✳ ❖♥ ❞✐t
q✉❡ v ❡st ✉♥❡ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ t s✐ t −→
R
∗ v ❡t v ❡st ❡♥ R✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ t
❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ t✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✶✳✸
❯♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ → ❡st ❞✐t❡ ✿
✕ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u1 ← t→ u2 ⇒ ∃v, u1 →∗ v ∗← u2 ❀
✕ ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u1 ∗← t→∗ u2 ⇒ ∃v, u1 →∗ v ∗← u2 ❀
✕ ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u1 ← t→ u2 ⇒ ∃v, u1 → v ← u2 ❀
✕ ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ s✐ t♦✉t é❧é♠❡♥t ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❀
✕ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡ s✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✳
▲❡♠♠❡ ■✳✶✳✹ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ❬◆❡✇✹✷❪✮
❙✐ → ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡✱ ❛❧♦rs → ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■✳✶✳✺
❊♥ ré❛❧✐té✱ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ♥✬✉t✐❧✐s❡ ♣❛s ❞❡s r❡❧❛t✐♦♥s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r
❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛❜str❛✐ts ❀ ♥♦tr❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✶✳✻
❖♥ ❞✐t q✉❡ −→
1
❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ −→
2
s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ u1 ←−
1
t −→
2
u2 ⇒ ∃v, u1 −→
2
v ←−
1
u2✳
▲❡♠♠❡ ■✳✶✳✼ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞❧❡②✲❘♦s❡♥ ❬❍✐♥✻✹✱ ❘♦s✼✸❪✮
❙✐ −→
1
❡t −→
2
s♦♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡s ❡t −→
1
∗ ❝♦♠♠✉t❡ ❛✈❡❝ −→
2
∗✱ ❛❧♦rs (−→
1
∪ −→
2
)∗ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳
■✳✷✳ ❘é❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✾
■✳✷ ❘é❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦✉ s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ s♦♥t ✉♥❡
✐♥st❛♥❝❡ ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❛❜str❛✐ts✳ ❈❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st t✐ré❡ ❞❡ ❬❈❏✾✺❪✱ ♠❛✐s
♦♥ ♣♦✉rr❛ ❛✉ss✐ s❡ ré❢ér❡r à ❬❉❏✽✾✱ ❚❡r✵✸❪✳
■✳✷✳✶ ❚❡r♠❡s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✶ ✭❙✐❣♥❛t✉r❡✮
❯♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ ❡st ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (S,F) ♦ù
✕ S ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ✭♥♦♠s ❞❡✮ s♦rt❡s ❀
✕ F ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ ✭♥♦♠s ❞❡✮ ❢♦♥❝t✐♦♥s✱ ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ S ❡t ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡ τ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ F ✉♥❡ s✉✐t❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞✬é❧é♠❡♥ts
❞❡ S✳
❙✐ τ(f) = (s1, . . . , sn, s)✱ ♦♥ ♥♦t❡ f : s1×. . .×sn → s✱ ♦ù n ❡st ❛♣♣❡❧é ❛r✐té ❞❡ f ✱ s1×. . .×sn
❡st ❛♣♣❡❧é ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ❡t s ❡st ❛♣♣❡❧é ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ f ✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✬❛r✐té 0 s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s
❝♦♥st❛♥t❡s✳ ❖♥ ❞és✐❣♥❡r❛ ♣❛r Fn ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ F ❞✬❛r✐té n ❡t ♣❛r Fs1×...×sn→s
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ F ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ s1 × . . .× sn ❡t ❞❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ s✳
❙♦✐t N ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ N+ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s✱ N∗+
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s s✉✐t❡s ✭♦✉ séq✉❡♥❝❡s✮ ✜♥✐❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s ♥♦♥ ♥✉❧s✱ ❡t ǫ ∈ N∗+ ❧❛ s✉✐t❡ ✈✐❞❡✳
❈❤❛q✉❡ i ∈ N+ ❡st ✐❞❡♥t✐✜é à ❧❛ s✉✐t❡ ❝♦♥t❡♥❛♥t ❧✬✉♥✐q✉❡ é❧é♠❡♥t i✳ ❙✐ p, q ∈ N∗+✱ p · q ❞é♥♦t❡
❧❡✉r ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥✱ ♦♣ér❛t✐♦♥ ✐♥t❡r♥❡ ❞♦♥t ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ✈✐❞❡ ❡st é❧é♠❡♥t ♥❡✉tr❡ à ❞r♦✐t❡ ❡t à
❣❛✉❝❤❡✳ N∗+ ❡st ♠✉♥✐ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ ≤♣r❡❢ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
∀p, q ∈ N∗+, p ≤♣r❡❢ q ⇐⇒ ∃r ∈ N
∗
+, p · r = q
❡t ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ p ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ q ❧♦rsq✉❡ p ≤♣r❡❢ q✳
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ E ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ❞❡ N∗+ ❢❡r♠é ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ≤♣r❡❢✱
❝♦♥t❡♥❛♥t ǫ✱ ❛♣♣❡❧é❡ r❛❝✐♥❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡t t❡❧ q✉❡ s✐ p · (i + 1) ∈ E ✱ ❛❧♦rs p · i ∈ E ✳ ▲❡s
♣♦s✐t✐♦♥s ♠❛①✐♠❛❧❡s ❞❡ E ♣♦✉r ❧✬♦r❞r❡ ≤♣r❡❢ s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✷ ✭❚❡r♠❡✮
❯♥ t❡r♠❡ s✉r ✉♥❡ s✐❣♥❛t✉r❡ (S,F) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ♥♦té
P♦s(t) ❞❛♥s F ✱ q✉✐ r❡s♣❡❝t❡ ❧✬❛r✐té ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿
✕ t(p) ∈ F0 s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ p ❡st ✉♥❡ ❢❡✉✐❧❧❡ ❞❡ P♦s(t) ❀
✕ s✐ t(p) = f : s1 × . . .× sn → s✱ ❛❧♦rs ∀i ∈ N, p · i ∈ P♦s(t) ⇐⇒ 1 ≤ i ≤ n ❡t t(p · i) ❛
si ♣♦✉r ❝♦❞♦♠❛✐♥❡✳
❯♥ t❡r♠❡ ❡st ✜♥✐ s✐ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❡st ✜♥✐✳ ❖♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r T (F) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ✜♥✐s s✉r ❧❡ ✈♦❝❛❜✉❧❛✐r❡ F ✳ ➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ V =
⋃
s∈S Vs ❞✐s❥♦✐♥t ❞❡ F ❡t S✱
❞❡ ✭♥♦♠s ❞❡✮ ❝♦♥st❛♥t❡s ❛♣♣❡❧é❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♦♥ ♥♦t❡r❛ ♣❛r T (F ,V) ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ T (F ∪ V)✳ ▲❡s
t❡r♠❡s ❞❡ T (F) ⊆ T (F ,V) s❡r♦♥t ❞✐ts ❝❧♦s ♦✉ ❢❡r♠és✳ ❱❛r(t) ❞és✐❣♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❝♦♠♠❡ ét✐q✉❡tt❡ à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ t✳
✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❖♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✉ss✐ ♥♦t❡r ✉♥ t❡r♠❡ ✭✜♥✐✮ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ ❡①♣r❡ss✐♦♥ ♣❛r❡♥t❤ésé❡✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ts ::= f(ts1 , . . . , tsn)
s✐ f ∈ Fs1×...×sn→s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✸ ✭❙♦✉s✲t❡r♠❡✮
➱t❛♥t ❞♦♥♥és ✉♥ t❡r♠❡ t ❡t ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ∈ P♦s(t)✱ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✱ ♥♦té
t|p✱ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
✕ P♦s(t|p) = {q ∈ N
∗
+, p · q ∈ P♦s(t)} ❀
✕ ♣♦✉r t♦✉t q ∈ P♦s(t|p), (t|p)(q) = t(p · q)✳
❖♥ ♥♦t❡ t ⊳ u s✐ t ❡st ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ u✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✹ ✭❘❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡ s♦✉s✲t❡r♠❡s✮
❙♦✐❡♥t u ❡t v ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡t p ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ u t❡❧❧❡ q✉❡ v ❡t u|p s♦♥t ❞❡ ♠ê♠❡ s♦rt❡✳ ▲❡
t❡r♠❡ u[v]p ♦❜t❡♥✉ ♣❛r r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s u ❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ♣❛r v ❡st ❞é✜♥✐
♣❛r ✿
✕ P♦s(u[v]p) = {q ∈ P♦s(u), p 6≤♣r❡❢ q} ∪ {p · q, q ∈ P♦s(v)} ❀
✕ u[v]p(q) = u(q) s✐ q ∈ P♦s(u) ❡t p 6≤♣r❡❢ q ❀
✕ u[v]p(p · q) = v(q) s✐ q ∈ P♦s(v)✳
■✳✷✳✷ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✺ ✭❊♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡✮
❯♥ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ ❞❡ T (F ,V) ❡st ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s {hs}s∈S ✐♥❞❡①é❡ ♣❛r S t❡❧❧❡s
q✉❡✱ ♣♦✉r t♦✉t❡ s♦rt❡ s ∈ S✱ hs ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ T (F ,V) ❞❛♥s T (F ,V) t❡❧❧❡ q✉❡✱ ♣♦✉r
t♦✉t t ∈ T (F ,V)✱ s✐ t(ǫ) ❡st ❞❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ s✱ ❛❧♦rs (hs(t))(ǫ) ❡st ❛✉ss✐ ❞❡ ❝♦❞♦♠❛✐♥❡ s ❡t✱ s✐
f : s1×. . .×sn → s✱ ❛❧♦rs✱ ∀t1, . . . , tn ∈ T (F ,V), hs(f(t1, . . . , tn)) = f(hs1(t1), . . . , hsn(tn))✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✷✳✻ ✭Pr♦♣r✐été ✉♥✐✈❡rs❡❧❧❡✮
P♦✉r t♦✉t❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ f ❞❡ V ❞❛♥s T (F ,V)✱ t❡❧❧❡ q✉❡✱ s✐ x ❡st ❞❡ s♦rt❡ s✱ ❛❧♦rs f(x) ❡st ❞❡
s♦rt❡ s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡ fˆ ❞❡ T (F ,V) t❡❧ q✉❡ ∀x ∈ V, fˆ(x) = f(x)✳ ❖♥
❝♦♥❢♦♥❞r❛ ❞♦♥❝ f ❡t fˆ ✳
▲❡s ❡♥❞♦♠♦r♣❤✐s♠❡s ❞❡ T (F ,V) s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❛♣♣❡❧és s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❡t ♦♥ ♥♦t❡ tσ ♣❧✉tôt
q✉❡ σ(t) ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ à ✉♥ t❡r♠❡ t✳ ❙✐ σ ❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡
s✉♣♣♦rt ♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❉♦♠(σ) = {x ∈ V, xσ 6= x}✳ ❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡
✜♥✐ s❡r❛ s♦✉✈❡♥t ♥♦té ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥ ✿ {x1 := t1, . . . , xn := tn}✳ ▲♦rsq✉❡ σ ❡st ❞❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ✜♥✐✱
♦♥ ♥♦t❡ ❛✉ss✐ ❱■♠(σ) ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ V ✿ ❱■♠(σ) =
⋃
x∈❉♦♠(σ)❱❛r(xσ)✳
■✳✷✳✸ ❘é❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✼ ✭❙②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✮
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ ♠ê♠❡ s♦rt❡✱ ♥♦té❡ l→ r✳ ❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ R = {li → ri}i ❡st ❛♣♣❡❧é s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ✭❚❘❙✮✳
■✳✸✳ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✶✶
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✽ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✮
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ R✱ ♦♥ ❞✐t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ t s❡ ré❝r✐t ❡♥ ❧❡ t❡r♠❡ u à ❧❛
♣♦s✐t✐♦♥ p ∈ P♦s(t)✱ ♥♦té t→pR u✱ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ l→ r ∈ R ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡s
q✉❡ t|p = lσ ❡t u = t[rσ]p✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛ ♦♠❡ttr❡ p ❡t R✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ l → r
✉t✐❧✐sé❡✳
■✳✷✳✹ P❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s
▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ❞é❝✐❞❛❜❧❡✱ ❞♦♥❝ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧✬❡st ❛✉ss✐✱ s✐ ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ ❧❛ t❡r♠✐✲
♥❛✐s♦♥ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■✳✶✳✹✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✷✳✾ ✭P❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡✮
❉❡✉① rè❣❧❡s l1 → r1 ❡t l2 → r2 ✭r❡♥♦♠♠é❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❱❛r(l1) ∩ ❱❛r(l2) = ∅✮ ❢♦r♠❡♥t
✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ σ t❡❧❧❡s q✉❡ l1|p ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t l2σ = l1|pσ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s l1 → r1 = l2 → r2✱ ♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ ❛✉ss✐ p 6= ǫ✮✱ ♦✉ ✈✐❝❡
✈❡rs❛✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✷✳✶✵ ✭▲❡♠♠❡ ❞❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s✮
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ R ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ s❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s
s♦♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡s✳
■✳✸ λ✲❝❛❧❝✉❧
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❡st ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ✭t♦✉s ❧❡s ♦❜❥❡ts s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✮ ✐♥✈❡♥té ♣❛r
❈❤✉r❝❤ ❬❈❤✉✹✶❪✳ ◆♦✉s ❡♥ ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ q✉❡❧q✉❡s é❧é♠❡♥ts✱ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧èt❡✱
✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❛r✽✹❪✳
■✳✸✳✶ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶ ✭λ✲t❡r♠❡s✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t, u ::= x | λx.t | t u
♦ù ❧✬♦♥ s✉♣♣♦s❡ q✉❡ x ❛♣♣❛rt✐❡♥t à ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ V ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ t u ❡st ❛♣♣❡❧é ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ t ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❡t u ❛r❣✉♠❡♥t
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.t ❡st ❛♣♣❡❧é ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ x ❡st ❛❧♦rs ❛♣♣❡❧é ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐é❡✱ ❡t t ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✸✳✷
▲❡s λ✲t❡r♠❡s λx.x ❡t λy.y r❡♣rés❡♥t❡♥t t♦✉s ❞❡✉① ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té✱ s♦✉✈❡♥t ♥♦té❡ x 7→ x
♦✉ y 7→ y ❡♥ ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✳
✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✸ ✭❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮
❙✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ ♦♥ ❞é✜♥✐t ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❢✈(t) ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t ♣❛r ✿
✕ ❢✈(x) = {x} ❀
✕ ❢✈(t u) = ❢✈(t) ∪ ❢✈(u) ❀
✕ ❢✈(λx.t) = ❢✈(t) \ {x}✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t s✐ x ∈ ❢✈(t)✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ t ❡st ❝❧♦s s✐ ❢✈(t) = ∅✱ ♦✉✈❡rt s✐♥♦♥✳
❖♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ❧✐é❡ ❞❛♥s t s✐ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.u✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✹ ✭λI✲❝❛❧❝✉❧✮
❖♥ ✐❞❡♥t✐✜❡ ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❛♣♣❡❧és λI✲t❡r♠❡s✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
t, u ::= x | t u
|λx.t s✐ x ∈ ❢✈(t).
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st très ❣é♥ér❛❧❡ ❡♥ ré❝r✐t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷✱ ♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣ré❢éré ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ✐❝✐ ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥
❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✺ ✭❈♦♥t❡①t❡ s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s✮
▲❡s ❝♦♥t❡①t❡s s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s tr♦✉s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s à ✉♥ tr♦✉ ✭♥♦té
[ ]✮ s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
C ::= [ ] | λx.C | t C | C t.
❖♥ ♥♦t❡ ♣❛r❢♦✐s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s C[ ] ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ C ♣♦✉r êtr❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✻ ✭❘❡♠♣❧✐ss❛❣❡✮
▲✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ r❡♠♣❧✐ss❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ C ♣❛r ✉♥ t❡r♠❡ v ❡st ♥♦té❡ C[v] ❡t ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝✲
t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
✕ [ ][v] = v ❀
✕ (λx.C)[v] = λx.C[v] ❀
✕ (t C)[v] = t (C[v]) ❀
✕ (C t)[v] = (C[v]) t✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✼ ✭❈❧ôt✉r❡ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡✮
❖♥ ❞✐t q✉✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R′ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ R s✐ R′
❡st ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ tRu⇒ tR′u✱ ❡t
✕ tR′u⇒ C[t]R′C[u]✳
❖♥ ❝♦♥❢♦♥❞r❛ s♦✉✈❡♥t R ❡t R′✳
■✳✸✳ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✶✸
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✸✳✽
✕ (λx.(x [ ]))[y] = λx.(x y) ❀
✕ (λx.(x [ ]))[x] = λx.(x x)✳
❖♥ ♦❜s❡r✈❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❧✐é❡s ❞❛♥s C[t]✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥
❛♣♣❡❧❧❡ ✉♥❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ❉❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é✱ ❝✬❡st q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t
s♦✉✈❡♥t é✈✐t❡r✳ ❖♥ ❝♦♥t♦✉r♥❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✾ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❛♥s ❝❛♣t✉r❡✮
❙✐ x ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s t✱ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ x ♣❛r v ❞❛♥s t ❡st ♥♦té t{x := v} ❡t
❞é✜♥✐ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
✕ x{x := v} = v ❀
✕ y{x := v} = y s✐ x 6= y ❀
✕ (t u){x := v} = (t{x := v}) (u{x := v}) ❀
✕ (λy.t){x := v} = λy.(t{x := v}) s✐ x 6= y ❡t y 6∈ ❢✈(v)✳
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✸✳✶✵
✕ (λx.(x z)){z := y} = λx.(x y) ❀
✕ (λx.(x z)){z := x} ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ❀
✕ (λx′.(x′ z)){z := x} = λx′.(x′ x)✳
❉❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♦♥ ♥❡ ✈❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r (λx.(x z)){z := x} = λx.(x x) ✭❝❛♣t✉r❡✮✱
❝❡ q✉✐ ❛♠è♥❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ♥❡ ♣❛s êtr❡ ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✳ ▼❛✐s ❧❡s t❡r♠❡s
λx.(x z) ❡t λx′.(x′ z) s♦♥t ♠♦r❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✭✐❧s r❡♣rés❡♥t❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✮✳ ■❧ ♥♦✉s
❢❛✉t ❞♦♥❝ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té
s②♥t❛①✐q✉❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶✶ ✭α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮
▲✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦✉ α✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ s②♠étr✐q✉❡✱ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❡t ❝♦♥t❡①✲
t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
λx.t =α λy.t{x := y} s✐ y 6∈ ❢✈(t).
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✸✳✶✷
(λx.(x z)){z := x} =α (λx′.(x′ z)){z := x} = λx′.(x′ x)✳
❉és♦r♠❛✐s✱ ♦♥ ❝♦♥s✐❞ér❡r❛ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧✬é❣❛❧✐té ❡♥tr❡ t❡r♠❡s s✬❡♥t❡♥❞ ♠♦❞✉❧♦ α✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡
❡t ♥♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✳ ❙✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ tˆ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ α✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à t ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s s♦♥t r❡♥♦♠♠é❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❛s ❞❛♥s
❧❡ ❝❤❛♠♣ ❞✉ ❞✐s❝♦✉rs✮✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦♥♥é✱ ♦♥ ♣❡✉t t♦✉❥♦✉rs ❝❤♦✐s✐r ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ·ˆ à t♦✉s
❧❡s t❡r♠❡s✱ ❞❡ s♦rt❡s q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ♦♥t ❞❡s ♥♦♠s ❞✐✛ér❡♥ts ✿ ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥
❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ✳
✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶✸ ✭β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮
▲❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
(λx.t) u→β t{x := u}.
❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡s ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.t ♦✉ x t1 . . . tn✳ ▲❡s
❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡s ❝❧♦s❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.t ❡t s♦♥t ♣❛r❢♦✐s
❛♣♣❡❧é❡s ✈❛❧❡✉rs✳ ❖♥ ❞✐t q✉❡ v ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t s✐ v ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t t→∗β v✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✸✳✶✹
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ →β ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳
■✳✸✳✷ ◆♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠s ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦❜❧✐❣❡ à ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
❈❡❧❛ ❝♦♠♣❧✐q✉❡ ❧❡s ❝❤♦s❡s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡ ✿ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
(λy.t){x := v} ♣❡✉t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦ût q✉✐ ❞é♣❡♥❞ ❞✉ ♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ v✳ ❈❡❧❛ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥
❜♦♥ ♠♦❞è❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❡st ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♣❛r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶✺ ✭λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù
n ≥ 1 ❡st ✉♥ ❡♥t✐❡r ♥❛t✉r❡❧ ✿
t, u ::= n | λt | t u.
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✸✳✶✻
✕ λ1 ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✐❞❡♥t✐té λx.x ❀
✕ λλ(1 2) ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à λx.λy.(y x)✳
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❡♥ ❜✐❥❡❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ❝❧❛ss❡s ❞✬α✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶✼ ✭β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮
▲❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ❝♦♥t❡①t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ✿
(λt) u→β t{1 := u}.
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶✽ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ✿
✕ n{n := v} = Un0 (v) ❀
✕ m{n := v} = m s✐ m < n ❀
■✳✸✳ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✶✺
✕ m{n := v} = m− 1 s✐ m > n ❀
✕ (t u){n := v} = (t{n := v}) (u{n := v}) ❀
✕ (λt){n := v} = λ(t{n+ 1 := v})✳
❖ù Uni (t) ❡✛❡❝t✉❡ ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡s ✿
✕ Uni (t u) = U
n
i (t) U
n
i (u) ❀
✕ Uni (λt) = λU
n
i+1(t) ❀
✕ Uni (m) = m s✐ m ≤ i ❀
✕ Uni (m) = m+ n− 1 s✐ m > i✳
▲❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ♣❡r♠❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❞é✜♥✐r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ q✉✬❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❛❞éq✉❛t
❞❛♥s ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞✬α✲éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ❛ ❧✬✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ❞✬êtr❡ ♣❡✉ ❧✐s✐❜❧❡ ❡t ❞✬✐♥tr♦✲
❞✉✐r❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t✳
■✳✸✳✸ ▲♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
P♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❧✐és ❛✉ ♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❧✉s
r❛❞✐❝❛❧❡ ❛✉① ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✿ s✉♣♣r✐♠❡r ❧❡s ♥♦t✐♦♥s✲♠ê♠❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ ❜❛s❡ ✭❧❡s ❝♦♠✲
❜✐♥❛t❡✉rs✮ ❡t ❞❡ ♥❡ ❝♦♥s✐❞ér❡r q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝❡s
❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛✉ss✐ ❞❡ ▲♦❣✐q✉❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❱♦✐r ❬❇❛r✽✹❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✶✾
▲❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭❜✐♥❛✐r❡✮ ❡t ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❛♣♣❡❧é❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✮ ❝♦♥t❡♥❛♥t
❛✉ ♠♦✐♥s S ❡t K✱ ❡t ❛✈❡❝ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ♣❛r ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❞♦♥t ✿
Kx y → x
Sx y z → x z (y z)
▲✬✐♥térêt ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ✉♥ s❡♥s q✉❡
♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣ré❝✐s❡r ✉♥ ♣❡✉✱ t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞✬❡♥tr❡r ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s t❡❝❤♥✐q✉❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t t♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❡♥ λ✲t❡r♠❡s ✭✈♦✐r ❬➬❍✾✽❪✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❡s t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts ✭❡♥ s✉r❝❤❛r❣❡❛♥t ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✵
▲❡s λ✲t❡r♠❡s s✉✐✈❛♥ts s♦♥t ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❛❞éq✉❛t❡s ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs K ❡t S ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❡t s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧és ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ✿
✕ K = λx.λy.x
✕ S = λx.λy.λz.x z (y z)
❖♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❞é✜♥✐r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ I = λx.x
✕ B = λx.λy.λz.x (y z)
✕ C = λx.λy.λz.x z y
✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
■❧ ❡st ❛❧♦rs ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ s♦♥t ❜✐❡♥ tr❛❞✉✐t❡s ❡♥ β✲
ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ▼❛✐s ❞❛♥s ❧✬❛✉tr❡ s❡♥s✱ ♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t tr❛❞✉✐r❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛
❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ♠❛✐s t♦✉t❡s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥✬♦♥t ♣❛s ❧❡✉r ♣❡♥❞❛♥t ❡♥ ❧♦❣✐q✉❡
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡❧❛ ♣❡✉t s✬✐♥t❡r♣rét❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞✐s❛♥t q✉❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ♥✬❛✉✲
t♦r✐s❡ ♣❛s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✉s ❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ■❧ ② ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❛♣♣r♦❝❤❡s
♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ♣❧✉s ♣ré❝✐s❡✳
✕ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❇❛r✽✹❪ ❡t ❛ttr✐❜✉é❡ à ❈✉rr② ❝♦♥s✐st❡ à ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠✲
❜✐♥❛t♦✐r❡ ♣❛r ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❛①✐♦♠❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s ❞❡s ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s✳
✕ ▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬➬❍✾✽❪✱ q✉✐ r❡♣r❡♥❞ ❬❍♦✇✼✵✱ ❍✐♥✼✼❪✱ ❝♦♥s✐st❡ à r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛
rè❣❧❡ β ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ ♣❧✉s ✜❞è❧❡♠❡♥t à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❝♦♠❜✐✲
♥❛t♦✐r❡✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❝♦♥s✐st❡ à ♥✬❛✉t♦r✐s❡r ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ s✐ ❧❡ ré❞❡① ❡st ❝❧♦s✳
❊❧❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ λcl ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✺✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✶
❯♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs C ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r A ⊆ Λ s✐ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ A ❝❧♦s✱ ✐❧ ❡①✐st❡
✉♥ t❡r♠❡ u ❝♦♥str✉✐t à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❞❡ C t❡❧ q✉❡ t =β u✳
❙✐ C ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r A✱ ♦♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ✈♦✐r A ❝♦♠♠❡ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡ ❞♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts ❛✈❡❝ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❞❡ C ❡t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ à ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥✱
❜✐❡♥ sûr✱ ❞❡ s❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❛✉① t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ A✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✸✳✷✷ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡✮
✕ {S,B,C,K} ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❀
✕ {S,K} ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❀
✕ {S,B,C} ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡ λI✲❝❛❧❝✉❧ ❀
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡ λI✲❝❛❧❝✉❧ ❀
✕ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ à ✉♥ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉r ❝♦♠♣❧❡t ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳
■✳✸✳✹ λ✲❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
❉❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ♥♦♠♠é q✉✬❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡
❡♥ ❞❡❤♦rs ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ✿ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ ♠ét❛✲♦♣ér❛t✐♦♥✳ ◗✉✐ ♣❧✉s ❡st✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡
❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✭♣❛r ❞❡s é❣❛❧✐tés✮ ❡t tr❛✐té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✭❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♠♣té❡
❞❛♥s ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❉✐r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ❡t q✉❡❧ ❝♦ût ❞♦✐t ❧✉✐
êtr❡ ❛ttr✐❜✉é ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❞é♣❡♥❞ ❝r✉❝✐❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ r❡✲
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✐♠♣❧❛♥t❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❬❈❈▼✽✼✱ ❈✉r✾✶❪ ✭♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✮✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ s❡♥s ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r s❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❡♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❡♥ ❡♥r✐❝❤✐ss❛♥t
❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❛❧♦rs q✉❛❧✐✜é❡
❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡✮✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❡s é❣❛❧✐tés ❞é✜♥✐ss❛♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ❖♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs ❞❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳
▲❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❛❜♦♥❞❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✐✈❡rs ❡t ✈❛r✐és✳ ■❧ ❡st
❞✬✉s❛❣❡ ❞❡ ❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r ❝❡tt❡ tr❛❞✐t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ λCξφ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❬❇r✉✼✽❪ ✭✈♦✐r ❬❇❇▲❘❉✾✻❪
■✳✸✳ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✶✼
♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡✮✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝✬❡st ❧❡ λσ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❆❈❈▲✾✶❪ q✉✐ ❛ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t ♣♦✲
♣✉❧❛r✐sé ❧✬✐❞é❡✳ ▲❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r❡♠✐èr❡ ❞❡ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛✉tr❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❨♦s✾✹✱
❆❋▼+✾✺✱ ❍▼P✾✽✱ ▲❛♥✾✽✱ ◆❛❞✵✷❪✮ ❡st ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥s✳ ❆ ❝❡ t✐tr❡✱ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡ ✭❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ②
❛✐t q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❘♦s✾✻❪✮✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣❡r♦♥s ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ tr❛♥❝❤❡ s❡♥s✐❜❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱
❛✉ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é t♦✉t ❡♥ é✈✐t❛♥t t♦✉t ❜❡s♦✐♥ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ◆♦✉s
♥❡ ❞é❝r✐✈♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡①✐st❛♥ts ❡t ✐♥❝✐t♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à s❡ r❡♣♦rt❡r à ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ♣r♦❣r❡ss✐✈❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳
■✳✸✳✺ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é
▲❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❞✐✛èr❡♥t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r s✉r ❞❡✉① ♣♦✐♥ts✳
❉✬✉♥❡ ♣❛rt✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s ♣♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❛ ✈✐❡
❞✉ ♣r♦❣r❛♠♠❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❡t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ♣❧✉s
❞❡ ❞ét❛✐❧s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭■✳✸✳✻✮✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉① t❡r♠❡s ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❣é♥ér✐q✉❡ ⋆✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ t②♣❡ r❡str❡✐♥t ❧❡s t❡r♠❡s à ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✐ts ❜✐❡♥ t②♣és✳ ❈❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥
♣❡r♠❡t ❞❡ ❞ét❡❝t❡r st❛t✐q✉❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡rr❡✉rs✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❡♥t✐❡r ❛♣♣❧✐q✉é
à q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ♥❡ ❢♦r♠❡r❛ ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ t②♣é✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❡st q✉❡ t♦✉s
❧❡s t❡r♠❡s ♥♦r♠❛❧✐s❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ✭✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■✳✸✳✷✺✮✳ ❈❡ ❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧
tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ❛❥♦✉t❡ s♦✉✈❡♥t ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ✭❜✐❡♥ t②♣é❡ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✮ q✉✐
❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ré❝✉rs✐♦♥ ✭❞♦♥❝ ❧❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮ ❞❡ ❢❛ç♦♥ str✉❝t✉ré❡ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✻✮✳ ◆♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐ s♦♠♠❛✐r❡♠❡♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é✱ q✉✐ ❡st ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❧❡ ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✸ ✭❚②♣❡s s✐♠♣❧❡s✮
▲❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
A,B ::= ⊤ |A→ B.
❖♥ ❞é✜♥✐t ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✭♥♦tés Γ✱ ∆✱ ❡t❝✳✮ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s
t②♣❡s s✐♠♣❧❡s✱ ♠❛✐s ♦♥ ❛❞♦♣t❡ ♣❧✉tôt ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s ❞✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥s x1 : A1, . . . , xn : An✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✹ ✭❚❡r♠❡s ❜✐❡♥ t②♣és✮
❯♥ t❡r♠❡ t ❡st ❜✐❡♥ t②♣é s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❡t ✉♥ t②♣❡ s✐♠♣❧❡ A t❡❧ q✉❡ Γ ⊢ t : A
s♦✐t ❞é❞✉❝t✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ s✉✐✈❛♥t ✿
(Const)
⊢ ⋆ : ⊤
(Var)
x : A ⊢ x : A
Γ, x : A ⊢ t : B
(Abs)
Γ ⊢ λx.t : A→ B
Γ ⊢ t : A→ B ∆ ⊢ u : A
(App)
Γ,∆ ⊢ t u : B
✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✹ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✐t❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s ♦♥t
été ♦♠✐s❡s✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t à ❧✬✉s❛❣❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✳✶✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✸✳✷✺
❚♦✉t t❡r♠❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣❛❜❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
■✳✸✳✻ P❈❋
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❞é✜♥✐ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✺ ❡st ét❡♥❞✉ ❡♥ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠✲
♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♠✐♥✐♠❛❧✐st❡✱ P❈❋✱ ♣❛r ❧✬❛❥♦✉t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✱ rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❡t
rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✻ ✭❚❡r♠❡s ❞❡ P❈❋ ✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ P❈❋ ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t, u, b ::= x | λx.t | t u
| n | tt | ff | suc(t) | pred(t)
| zer(t) | if(b, t, u) | fix(t).
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✼ ✭❚②♣❛❣❡ ❞❡ P❈❋ ✮
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✹ ❡st ét❡♥❞✉ ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Γ ⊢ n : nat Γ ⊢ tt : bool Γ ⊢ ff : bool
Γ ⊢ t : nat
Γ ⊢ suc(t) : nat
Γ ⊢ t : nat
Γ ⊢ pred(t) : nat
Γ ⊢ t : nat
Γ ⊢ zer(t) : bool
Γ ⊢ b : bool Γ ⊢ t : A Γ ⊢ u : A
Γ ⊢ if(b, t, u) : A
Γ ⊢ t : A→ A
Γ ⊢ fix(t) : A
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✷✽ ✭➱✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❈❋ ✮
▲❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❛❥♦✉té❡s à ❧❛ rè❣❧❡ β ✿
fix(t)→ t(fix(t)) suc(n)→ n+ 1
pred(0)→ 0 pred(n+ 1)→ n
zer(0)→ tt zer(n+ 1)→ ff
if(tt, t, u)→ t if(ff, t, u)→ u
■✳✹✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✶✾
■✳✹ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❡t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞❡✉① ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❝♦♠♣❧é✲
♠❡♥t❛✐r❡s ✿ ❧❡s ♣r❡♠✐❡rs ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ s♦✉♣❧❡ss❡ ❞❛♥s ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❡t rè❣❧❡s ✉t✐❧✐sés✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧❡ s❡❝♦♥❞ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❝♦♠❜✐♥❡r ❝❡s
s②stè♠❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✻ ❡st ✉♥
❡①❡♠♣❧❡ ✐♥t✉✐t✐❢ ❞✬✉♥ t❡❧ s②stè♠❡✳ ▲❡ rô❧❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥❡ ❝❛té❣♦r✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ✿ ❧❡s s②stè♠❡s
❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❈❘❙✮✳
◆♦✉s r❡♥✈♦②♦♥s ❧❡ ❧❡❝t❡✉r à ❬❑❧♦✽✵✱ ❑❖❘✾✸❪ ♣♦✉r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞ét❛✐❧❧é❡ ❞❡s ❈❘❙✳ ▲❡s
✐❞é❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s s♦♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✈❡❝ ❛r✐té ❡t ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❣é♥ér✐q✉❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❝♦✉rt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❡st ✐♥s♣✐ré❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❑❧♦♣ ❡t ❛❧✳ ❬❑❖❘✾✸❪✳
■✳✹✳✶ ❚❡r♠❡s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s V = {x, y, . . .}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s
F = {fn, gm, . . .}✱ ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❛✈❡❝ ❛r✐té✮ MV = {Zn, Y m, . . .}✱ ❛❧♦rs
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♠ét❛t❡r♠❡s MT ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿
t ::= x | [x]t | fn(t1, . . . , tn) | Z
n(t1, . . . , tn).
▲✬✐♥❞✐❝❡ n s✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s s✬❛♣♣❡❧❧❡ ❧✬❛r✐té ❞❡ ❝❡ s②♠❜♦❧❡ ❀
✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♦♠✐s q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✳ ◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ [x]t ❛❜str❛✐t
x ❞❛♥s t✱ ❡t ❧❡s ♥♦t✐♦♥s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❧✐é❡s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s ❝♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡ s❡❧♦♥ ❝❡tt❡
♥♦t✐♦♥ ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❡st ❧✐é❡ s✐ ❡❧❧❡ ❡st ❞❛♥s ❧❛ ♣♦rté❡ ❞✬✉♥
❛❜str❛❝t❡✉r [x] ❡t ❧✐❜r❡ s✐♥♦♥✮✳ ❯♥ ♠ét❛t❡r♠❡ s❛♥s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❡st ❞✐t ❝❧♦s ♦✉ ❢❡r♠é ✭❡t
♦✉✈❡rt s✐♥♦♥✮✳ ▲❡s ♠ét❛t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞érés é❣❛✉① ♠♦❞✉❧♦ ❧❡ r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s
✭α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❡t ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t ❬❇❛r✽✹❪✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❡st
✉♥ ♠ét❛t❡r♠❡ s❛♥s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡✳
■✳✹✳✷ ❘é❝r✐t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✹✳✶ ✭❘è❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✮
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ l→ r ❞❡ ♠ét❛t❡r♠❡s ❢❡r♠és ♦ù l ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♥str✉✐t
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ❝♦♠♠❡♥❝❡ ♣❛r ✉♥ s②♠❜♦❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧✮ ❡t t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐
❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❞❛♥s r ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s l ❡t ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ l ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Z(x1, . . . , xn) ♦ù ❧❡s xi s♦♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞✐st✐♥❝ts✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✹✳✷ ✭❘❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✮
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ t s❡ ré❝r✐t ❡♥ u✱ ♥♦té t→ u✱ ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ l→ r✱ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❞❡ t ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς t❡❧s q✉❡ t|p = lς ❡t u = t[rς]p✳
❊✈✐❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ r❡❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡✳ ❯♥ ❝❡rt❛✐♥ s♦✐♥
❞♦✐t êtr❡ ♣r✐s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠ ❞❛♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t
❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❚❘❙✳
✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✹✳✸ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✮
▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛ss✐❣♥❡♥t à ❝❤❛q✉❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ n✲❛✐r❡ ✉♥ s✉❜st✐t✉t n✲❛✐r❡ ✿
ς(Zn) = λ(x1, . . . , xn).t.
▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦❧♦♥❣é❡s ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❛t❡r♠❡s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭r❛♣✲
♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s n✲❛✐r❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ♠ét❛t❡r♠❡s s✐ n > 0✱ ❡❧❧❡s ♦♥t ❜❡s♦✐♥
❞✬❛r❣✉♠❡♥ts✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❜❛s❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ♣♦✉r ❧❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✮ ✿

xς = x;
([x]t)ς = [x](tς);
f(t1, . . . , tn)ς = f(t1ς, . . . , tnς);
Z(t1, . . . , tn)ς = ς(Z)(t1ς, . . . , tnς).
▲❡s s✉❜st✐t✉ts ❣é♥èr❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✐♠✉❧t❛♥é❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
s✐ ς(Z) = λ(x1, . . . , xn).t✱ ❛❧♦rs ς(Z)(t1, . . . , tn) = t{x1 := t1, . . . , xn := tn} ✭❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t✐♦♥
✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳
❆✈❡❝ ❧❡s s✉❜st✐t✉ts✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ♣r♦❝❤❡s ❞✉ s♦❧ ❢❛♠✐❧✐❡r ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ é✈✐t❛♥t ❛✐♥s✐ ❧❡s
❝❛♣t✉r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s r❡♥♦♠♠♦♥s s✉✣s❛♠♠❡♥t à ❧❛ ❢♦✐s ❧❡s s✉❜st✐t✉ts
❡t ❧❡s ♠ét❛t❡r♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ❱♦✐r ❬❑❖❘✾✸❪
♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
■✳✹✳✸ ❆✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❈❘❙ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✉♥✐té ❞❡
♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✱ ❡t ✐❧ ❡st ♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❈❘❙ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲❛ q✉❛❧✐té ♣❧❛✐s❛♥t❡ ❞❡s ❈❘❙ à ❝❡t é❣❛r❞ ❡st q✉❡✱ s✉✐✈❛♥t ❇❧♦♦ ❡t ❘♦s❡ ❬❇❘✾✻❪✱ ❧❡
❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛✐♥s✐ ♥♦♠♠é ❞❡s ❈❘❙ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭♦✉ ❊❙❈❘❙✮ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡
s♦✉s✲❝❧❛ss❡ ❞❡s ❈❘❙✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ✉♥ ❈❘❙ ❡st ✉♥ ❊❙❈❘❙ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡
♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ Z(x1, . . . , xn) t❡❧ q✉❡ Z(x1, . . . , xn)
❛♣♣❛r❛ît é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♠ê♠❡ rè❣❧❡✳ ▲❡s ❊❙❈❘❙ é✈✐t❡♥t ❛✐♥s✐
❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬♦✉t✐❧ ♣✉✐ss❛♥t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s②sté♠❛t✐q✉❡ ❞✬❡①♣❧✐❝✐t❡r ✭❡♥ ♥♦✉s ré❢ér❛♥t à ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
❞❡ ❬❇❘✾✻❪✮ ✉♥ ❈❘❙✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❊❙❈❘❙ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡s ❞❡
s✐♠✉❧❛t✐♦♥✱ ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭❛✈❡❝
q✉❡❧q✉❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✮✱ ✈♦✐r ❬❇❘✾✻❪ ♣♦✉r ♣❧✉s ❞❡ ❞ét❛✐❧s✳
■✳✺✳ ❙tr❛té❣✐❡s ✷✶
■✳✺ ❙tr❛té❣✐❡s
■✳✺✳✶ ❉é❢✐♥✐t✐♦♥s
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥ ❥❡✉ ✭❛✉ s❡♥s ✉s✉❡❧✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥ ❥❡✉ ❞❡ s♦❝✐été✮ à ✉♥ ♦✉ ♣❧✉s✐❡✉rs ❥♦✉❡✉rs✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❣❛❣♥❛♥t❡ ❡st ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ❝♦✉♣s✱ ♣❛r♠✐ ❝❡✉① ❛✉t♦r✐sés ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✉ ❥❡✉✱ q✉✐ ❛♠è♥❡ ✐♥é❧✉❝t❛❜❧❡♠❡♥t à ✉♥ ét❛t
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞✐t ❣❛❣♥❛♥t✱ ❞✉ ❥❡✉✳
■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢❛ç♦♥s ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥✱ ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t t♦✉t❡s éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✳ P❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❝❤♦✐① ❞✬✉♥ ❝♦✉♣ ❞♦✐t✲✐❧ êtr❡ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❄ ❝❛❧❝✉❧❛❜❧❡ ❄ P❡✉t✲✐❧ ❞é♣❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ ❝♦✉♣
❥♦✉é ❧♦♥❣t❡♠♣s ❛✈❛♥t ❄ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❡st✲❡❧❧❡ ❛❜str❛✐t❡ ♦✉ ❡st✲❡❧❧❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ♣❛r✲
t✐❝✉❧✐❡r ❄ ❈❡s ❞✐s❝✉ss✐♦♥s ♥✬❡♥tr❡♥t ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡tt❡ t❤ès❡✳ ◆♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ✐❝✐ ❧❡s
❞é✜♥✐t✐♦♥s ❞❡ ❬❚❡r✵✸✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✾❪✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✺✳✶ ✭❙tr❛té❣✐❡✮
❯♥❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❛❜str❛✐t (A,→) ❡st ✉♥ s♦✉s✲s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡
❛❜str❛✐t (A, ) ❞❡ (A,→) ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧ q✉❡  ⊆ →✮ ❛②❛♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ♦❜❥❡ts ❡t ❢♦r♠❡s
♥♦r♠❛❧❡s✳
❈❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s✳ ❊❧❧❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ♣❛r❢❛✐t❡✳ ❚♦✉t
❞✬❛❜♦r❞ ❡❧❧❡ ❡st ♣❛r❢♦✐s tr♦♣ r❡str✐❝t✐✈❡ ✿ ♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❞❡s ❝❛s ♦ù ♥♦✉s ♥♦✉s r❡str❡✐♥❞r♦♥s à
✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❜❥❡ts ♣❧✉s ♣❡t✐t ❡t ♦ù ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛✉r❛ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s q✉❡ ❧❡
s②stè♠❡ ❝♦♠♣❧❡t ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr♦♥s
❛❧♦rs ♥♦✉s ♣❧❛❝❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡s s♦✉s✲s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ tr♦♣
♣❡r♠✐ss✐✈❡✱ ❡t ❞♦✐t êtr❡ r❡str❡✐♥t❡ ❛✉① str❛té❣✐❡s ❞ét❡r♠✐♥✐st❡s ✭❝❤❛q✉❡ ♦❜❥❡t ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥
ré❞✉✐t✮ ❡t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❧❡ ré❞✉✐t ♥❡ ❞é♣❡♥❞ q✉❡ ❞❡ ❧❛ s♦✉r❝❡✮✳ ❊♥✜♥✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ♣❛s ❞❡
❢❛ç♦♥ ♣r❛t✐q✉❡ ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ♣❧✉tôt ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ✐ss✉s
❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐❧❧✉stré à ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
■✳✺✳✷ ❙tr❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t ✉♥ st❛t✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♦♣♣♦s❡ ❞❡✉① ✈✐s✐♦♥s ❞✉
♠♦♥❞❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡✱ ❤ér✐té❡ ❞❡s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡s✱ ✈♦✐t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts ❛❜str❛✐ts
à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡sq✉❡❧s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧❡r✳ ❈❡tt❡ ✈✐s✐♦♥ ❛ ❛✉ss✐ ✉♥ s❡♥s ✐♥❢♦r♠❛✲
t✐q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✿ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝♦♠♣✐❧é❡ ❡st ✉♥ ♠♦r❝❡❛✉ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡
q✉✐ ❛tt❡♥❞ ❞❡s ❛r❣✉♠❡♥ts ♣♦✉r s✬❡①é❝✉t❡r✱ ❡t q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ré❞✉✐r❡ s❛♥s ❝❡s ❛r❣✉♠❡♥ts✳
▲✬❛✉tr❡ ✈✐s✐♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦❜❥❡ts s②♥t❛①✐q✉❡s ♦r❞✐♥❛✐r❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ❛✉t♦r✐sés✳ ❈❡tt❡ ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ s❡ ❝r✐st❛❧❧✐s❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t→ v
(ξ)
λx.t→ λx.v
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✈ér✐✜❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ q✉✐ ❡st ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡ à ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❡r ♦✉ ♥♦♥ ✿ ❞❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♦♥ ♣❛r❧❡ ❛❧♦rs
❞❡ str❛té❣✐❡ ❢♦rt❡✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞✱ ❞❡ str❛té❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡ ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ré❞✉✐r❡ ❛✉✲❞❡❧à ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✳
✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✺✳✷ ✭❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✮
▲❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✭♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✮ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
λx.t ⇓ λx.t
t ⇓ λx.t′ t′{x := u} ⇓ v
t u ⇓ v
♦ù t ⇓ v s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s t s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r v✳
❚❤é♦rè♠❡ ■✳✺✳✸
❙✐ t ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ v t❡❧ q✉❡ t ⇓ v ❛✈❡❝ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧
♣❛r ♥♦♠✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■✳✺✳✹ ✭❆♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✮
▲❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✭♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✮ s♦♥t ❧❡s s✉✐✲
✈❛♥t❡s ✿
λx.t ⇓ λx.t
t ⇓ λx.t′ u ⇓ v′ t′{x := v′} ⇓ v
t u ⇓ v
▲✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r s♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s très s✐♠♣❧❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❡♥ ❣é♥ér❛❧
❢❛❝✐❧❡s à ✐♠♣❧❛♥t❡r✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❛ ✉♥ ❞é❢❛✉t ✿ s✐ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé✱ ✐❧ ❛✉r❛ q✉❛♥❞ ♠ê♠❡ été é✈❛❧✉é ❛✈❛♥t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥♦♠ ❛ ❧❡ ❞é❢❛✉t ❞✉❛❧ ✿ s✐ ❧❛ ✈❛❧❡✉r ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❞❡♠❛♥❞é❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✱
❛❧♦rs ✐❧ s❡r❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t é✈❛❧✉é ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳
❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♦♥ ♣❡✉t ♣ré❢ér❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ r❡♠é❞✐❡ à ❝❡s ❞❡✉① ❞é❢❛✉ts ✿ ✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡
❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ ❛✉ss✐ ❛♣♣❡❧é str❛té❣✐❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♥✬é✈❛❧✉❡ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
q✉❡ s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ❧✬é✈❛❧✉❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ▲❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s
♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐r ❡st ❞✬❡♥r✐❝❤✐r ❧❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♠é♠♦✐r❡ ♦✉ ❞✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
◆♦✉s ❡♥tr❡r♦♥s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡r♦♥s ❛❧♦rs
é❣❛❧❡♠❡♥t à ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té
q✉✐ ♣❡r♠❡t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✜♥✳
■✳✺✳✸ ❖♣t✐♠❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛ été ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ▲é✈② ❬▲é✈✽✵❪ ❡♥ ✶✾✽✵✳ ■❧ ② ❛ tr♦✐s
❢❛ç♦♥s à ♣❡✉ ♣rès éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❡st
♦♣t✐♠❛❧❡ s✐ ✿
✕ ❡❧❧❡ ré❛❧✐s❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡
♠ê♠❡s t❡r♠❡s ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ✜♥❛❧✮ ❀
✕ s❡✉❧s ❧❡s ré❞❡① ♥é❝❡ss❛✐r❡s s♦♥t ré❞✉✐ts ❡t ❛✉❝✉♥ ré❞❡① ♥✐ ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧ ♥✬❡st ❞✉♣❧✐q✉é ❀
✕ ❝❤❛q✉❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ré❞❡① ♥✬❡st ré❞✉✐t❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❧❛ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❝❧ôt✉r❡ s②♠étr✐q✉❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ rés✐❞✉✮✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❡❧❧❡ ❞❡♠❛♥❞❡
✉♥❡ str✉❝t✉r❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ très ✜♥✱ ❝❛r ❞❡s ré❞❡① ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❞✉♣❧✐q✉és
■✳✻✳ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✷✸
❛✈❛♥t ♠ê♠❡ ❞✬êtr❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❞❡① ✭✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧s✮✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧✬❡①❡♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❊①❡♠♣❧❡ ■✳✺✳✺
❉❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ (λg.g (g (λx.x))) (λh.((λf.f (f (λz.z)) (λw.h (w (λy.y))))))✱ t♦✉t❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉♣❧✐q✉❡ ❞❡s ré❞❡①✳
■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❡♥ ÷✉✈r❡ ✉♥ ♣❛rt❛❣❡ très ✜♥ ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r ❡s♣ér❡r
❞é✜♥✐r ✉♥❡ t❡❧❧❡ str❛té❣✐❡✳ ❋✐❡❧❞ ❬❋✐❡✾✵❪ ❛ ❞é♠♦♥tré q✉❡ ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✱ ❞❡s
❝❧ôt✉r❡s ♦✉ ❞❡s t❡r♠❡s ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t✱
▲❛♠♣✐♥❣ ❬▲❛♠✾✵❪ ❡t ❑❛t❤❛✐❧ ❬❑❛t✾✵❪ ♦♥t ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱
❡♥ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❞❡s ❛❧❣♦r✐t❤♠❡s ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ♥❡ s❡ ❧✐♠✐t❡ ♣❛s à ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s✱ ❡t
❡♥ ♠❡tt❛♥t ❡♥ ÷✉✈r❡ ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡
❣r❛♣❤❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① ♦♥t ❡♥s✉✐t❡
été ❛♠é❧✐♦rés ❡♥tr❡ ❛✉tr❡s ♣❛r ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆❜❛❞✐✱ ▲é✈② ❬●❆▲✾✷❪ ❡t ❆s♣❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ❬❆●◆✾✻✱ ❆●✾✽❪✳
■✳✻ ❘és❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬▲❛❢✾✵❪ ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡s Σ✱
❡t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ R✳ ❈❤❛q✉❡ s②♠❜♦❧❡ α ∈ Σ ❛ ✉♥❡ ❛r✐té ✭✜①❡✮ ❛ss♦❝✐é❡✳
❯♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥ s②♠❜♦❧❡ α ∈ Σ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ✉♥ ❛❣❡♥t✳ ❙✐ ❧✬❛r✐té ❞✉ s②♠❜♦❧❡ α ❡st n✱ ❛❧♦rs
❧✬❛❣❡♥t ❛ n + 1 ♣♦rts ✿ ✉♥ ♣♦rt ❞✐st✐♥❣✉é ❛♣♣❡❧é ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧✱ r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡✱ ❡t
n ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ét✐q✉❡tés x1, . . . , xn ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬❛r✐té ❞✉ s②♠❜♦❧❡✳ ❯♥ t❡❧ ❛❣❡♥t ❡st
r❡♣rés❡♥té ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
✒✑
✓✏
α
❄
❅  · · ·
x1 xn
■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥ rés❡❛✉ N ❝♦♥str✉✐t s✉r Σ ❡st ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ✭♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ❝♦♥♥❡❝té✮
❛✈❡❝ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❛✉① s♦♠♠❡ts✳ ▲❡s ❛rêt❡s ❞✉ ❣r❛♣❤❡ r❡❧✐❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts ❛✉① ♣♦rts ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧
② ❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❛rêt❡ à ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt✳ ▲❡s ♣♦rts ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s r❡❧✐és à ✉♥ ❛✉tr❡
❛❣❡♥t s♦♥t ❞✐ts ❧✐❜r❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ rés❡❛✉① ✿ ✉♥ ❝â❜❧❛❣❡ ✭❛✉❝✉♥ ❛❣❡♥t✮ ❡t ❧❡
rés❡❛✉ ✈✐❞❡ ❀ ❧❡s ❡①tré♠✐tés ❞❡s ❝â❜❧❛❣❡s s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✐t❡s ❧✐❜r❡s✳
❯♥❡ rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ((α, β) =⇒ N) ∈ R r❡♠♣❧❛❝❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛❣❡♥ts (α, β) ∈ Σ × Σ
r❡❧✐és ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❛r ❧❡✉rs ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ✭♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❝❡❝✐ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡ ♦✉ ré❞❡①✱ ❡t ♦♥ ❧❛
♥♦t❡ α ⊲⊳ β✮ ♣❛r ✉♥ rés❡❛✉ N ✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞♦✐✈❡♥t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ t♦✉s ❧❡s ♣♦rts
❧✐❜r❡s s♦♥t ♣rés❡r✈és ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s❡✉❧❡ ❧❛
♣❛rt✐❡ ❞✉ rés❡❛✉ ✐♠♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❡st ♠♦❞✐✜é❡✮✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ♣❛✐r❡ ❞✬❛❣❡♥ts✳ ❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡str✐❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡
♣❛r s♦♥ ♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❀ ✉♥❡ t❡❧❧❡ rè❣❧❡ ❡st ❛✐♥s✐ ♣❛r❢♦✐s ♥♦té❡ α ⊲⊳ β✳ ▲❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t
♠♦♥tr❡ ❧❡ ❢♦r♠❛t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭N ♣❡✉t êtr❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ rés❡❛✉ ❝♦♥str✉✐t s✉r Σ✮✳
✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
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α ✒✑
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β✲✛
❅
 
 
❅
✳✳✳
✳✳✳
x1
xn
ym
y1
=⇒ N
✳✳✳
✳✳✳
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xn
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◆♦✉s ♥♦t♦♥s =⇒ ♣♦✉r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡✱ ♦✉ ==⇒
α⊲⊳β
s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡
❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉❛♥t à ❧❛ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✱ ❡t =⇒∗ ♣♦✉r s❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡✳ ❙✐ ✉♥ rés❡❛✉
♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ▲❛ ♣r♦♣r✐été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡s rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦✉tr❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳
❊♥ ❡✛❡t✱ t♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ♣❛r ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❢♦rt❡ ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t ✭s✐ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s t❡r♠✐♥❡✱ ❛❧♦rs t♦✉t❡s ❧❡s
s✉✐t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s t❡r♠✐♥❡♥t✮✳
❙✐ ♥♦✉s r❡❧â❝❤♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❛✉① ❛❣❡♥ts
❞✬❛✈♦✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ❞❡ ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ s❡✉❧✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❝❡ q✉❡
♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❆❧❡①✐❡✈ ❬❆❧❡✾✾❪ s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s ❡t ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ♠✉❧t✐♣♦rts ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ts ❬▼❛③✵✺❪✱ ♠❛✐s ✐❧ r❡♠♦♥t❡ ❛✉ ♠♦✐♥s à ❇❛✇❞❡♥ ❬❇❛✇✽✻❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✱ ❝❤❛q✉❡ ❛❣❡♥t ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜①❡ ❞❡ ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ t♦✉s r❡♣ré✲
s❡♥tés ♣❛r ✉♥❡ ✢è❝❤❡ ❀ ❧❡s ❛✉tr❡s ♣♦rts s♦♥t t♦✉❥♦✉rs q✉❛❧✐✜és ❞✬❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳ ❯♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡ s❡
❝♦♠♣♦s❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts r❡❧✐és ♣❛r ❞❡s ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❡st ❡♥❝♦r❡ ❧♦❝❛❧❡✱ ♠❛✐s✱ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ❡s♣ér❡r ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳
❙✐ t♦✉s ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉① ♦♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❡t q✉✬❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❛❧♦rs ❝✬❡st ✉♥
s②stè♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬▲❛❢✾✵❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳
❈❤❛♣✐tr❡ ■■
❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
P❛rt❛♥t ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ s✉r♠♦♥t❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲✬✐❞é❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ s❡✉❧❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡s ♣❡✉✈❡♥t tr❛✈❡rs❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s✳
❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❛♣♣❡❧é❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✱ q✉✐ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t
r✐❝❤❡ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❡t ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❞✉
λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t tr❛✈❡rs❡r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t
q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❛✉t♦r✐sé❡s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭s♦✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s✮✱
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❢♦✉r♥✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡
♣❛rt❛❣❡ é❧❡✈é ❡t ✉♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s
❛❜str❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❝❧♦s❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♠✐❡✉① q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❢❛✐❜❧❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❡t q✉❡ s♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❝♦ût
❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❧❛ r❡♥❞ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
✷✺
✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
■■✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❧❡ ♠♦❞è❧❡ ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ▲❛ rè❣❧❡
❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞é❝r✐t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❛❜str❛❝t✐♦♥✮ à s♦♥ ❛r❣✉♠❡♥t✱ s✉❜st✐t✉❛♥t
❧❡ ♣❛r❛♠ètr❡ ❢♦r♠❡❧ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ré❡❧ ✿ (λx.t)u→β t{x := u}✱ ♦ù ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥
t{x := u} r❡♣rés❡♥t❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s❛♥s ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■✳✸✳✾✳ ❯♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✉r ét✉❞✐❡r ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡♥
❞❡❤♦rs ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ✿
✕ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t ♣rés❡r✈❡r ❧❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
q✉❡ ❞❡s r❡♥♦♠♠❛❣❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✮ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❀
✕ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ré❡❧ ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞❛♥s ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ ✿ ❞❡s t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♣✐és ♦✉ ❡✛❛❝és ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱
❞✬❛✐❧❧❡✉rs ❞✐✛ér❡♥t❡s str❛té❣✐❡s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r ❝❡tt❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
P♦✉r ❡ss❛②❡r ❞❡ ♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝❛❝❤és✱ ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① λ✲❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✹✮✳ ❈❡✉①✲❝✐ ♣❧❛❝❡♥t ❧❛ ♠ét❛✲♦♣ér❛t✐♦♥
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s s♦♥t ❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❝r✉❝✐❛❧❡s ✿
✕ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s s❛ ❢♦r♠❡ ❢♦rt❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ êtr❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r
❧❛ ❝♦♥tr❛❝t✐♦♥ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ré❞❡①✮ ❀
✕ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❀
✕ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ♦✉ s❛♥s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❉❡ t❡❧❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡s ♣♦✉r ✉♥❡ ét✉❞❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱
❡t s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❉❍❑✵✶❪✳ ❈❡♣❡♥✲
❞❛♥t✱ s✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ s✐♠✉❧é❡ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ✐♥❡✣❝❛❝❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é❧✐♠✐♥é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♦✉✈❡rt❡ ✭❛✈❡❝
♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛✲
❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❞❡♠❡✉r❡ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✉t✐❧❡✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ét✉❞✐♦♥s ❞❡s
λ✲❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r ✐♠♣❧❛♥t❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡
❡✣❝❛❝❡ ✿ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s ❛s♣❡❝ts ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡s ✐♠♣♦rt❛♥ts
❞❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ t❡❧s q✉❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ♦✉ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡ t❡r♠❡s✳
▲❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ♣❡✉ ❝♦♠♠♦❞❡ ♣♦✉r
❧✬ét✉❞❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♦♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ r❡♥♦♠♠é❡s
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❣é♥érés ❞②♥❛♠✐q✉❡✲
♠❡♥t ✭❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ❝♦ût❡✉s❡✮✳ ❈✬❡st ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❝❡ ❞é❢❛✉t q✉❡ ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✷✮✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❡s ❝❛❧✲
❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t ❞❡✈❡♥✉s s②♥♦♥②♠❡s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✭❜✐❡♥ q✉✬✐❧
② ❛✐t q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❘♦s✾✻❪✮✳ ▲✬❛✈❛♥t❛❣❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥
❡st q✉✬❡❧❧❡ é✈✐t❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❡❧❧❡ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡
❝♦♠♠❡ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✿
✕ ❉❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❞é❝❛❧❛❣❡ ❞✬✐♥❞✐❝❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s❤✐❢t ❡t ❧✐❢t ❞✉ λσ✲❝❛❧❝✉❧✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ Uni (t) ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✷✮ s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❝♦❞❡r ❧❛ ❣é♥ér❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ♥♦♠s✳
■■✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✷✼
✕ ▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t s♦✉✈❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❧✐st❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❞❡
♥♦✉✈❡❧❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♠❛♥✐♣✉❧❡r ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡✳
✕ ❈❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡
♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♦❜t❡♥✉❡s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❉●✵✶❪✮✳
■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ é✈✐tés s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥ ♥❡ ♣❡r♠❡t✲
t❛♥t ♣❛s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ Pr❡sq✉❡ t♦✉s ❧❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t
❜❛sés s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ q✉✐ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ♣❛r ❧✬✐♥t❡r❞✐❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧❛ ♣❧✉s ❝♦ût❡✉s❡ ❡t ❧❛ ♣❧✉s ❞é❧✐❝❛t❡ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❡♥❧❡✈é❡ ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❝✐ ❡st ré❛❧✐sé à ✉♥ ♣r✐① ♣❛r❝❡ q✉❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❜❧♦q✉é❡s ✭❞❡s ❝❧ôt✉r❡s✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♣✐és✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t ❡♥tr❛î♥❡r
❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞❡① ✭❡t ❞❡ ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧s✮✳ ❈♦♠♠❡ ➬❛➜♠❛♥ ❡t ❍✐♥❞❧❡② ❬➬❍✾✽❪ ❧❡ ❢♦♥t
r❡♠❛rq✉❡r✱ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ é✈✐té❡ s✐ ❧❡s β✲ré❞❡① s♦♥t ❢❡r♠és ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
s✐ (λx.t)u ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t très
❢♦rt❡✱ ❡t ❡❧❧❡ ❛ ❞❡s ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥ts ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡s✳
P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és
q✉✐ ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t
s✉r♠♦♥t❡♥t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♠❡♥t✐♦♥♥és ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❯♥ ❛✈❛♥t❛❣❡ ♠❛❥❡✉r ❞✬❡♠♣❧♦②❡r ❞❡s ♥♦♠s ❡st
q✉❡ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡s ❞❡ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥✱ ❡t ♥♦✉s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❛✉❝✉♥ ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s q✉✐
s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ❛ss♦❝✐és ❛✉① ♥♦t❛t✐♦♥s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞✬✐♥✲
❞✐❝❡s✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é ♠❛✐s s❛♥s α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♠♦✐♥s ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥ q✉✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✐♥❞✐❝❡s ✿ ❧❡s ♥♦♠s ♣❡✉✈❡♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ❞❡s ♣♦✐♥t❡✉rs ♦✉
à ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❛♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ s♦♥t ♣❧✉tôt ✐♠♣❧❛♥tés ♣❛r ❞❡s
❧✐st❡s ♦✉ ❞❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts✳ ▲❡s ❝❛r❛❝tér✐st✐q✉❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s
s♦♥t ✿
✕ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❀
✕ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ✜♥ ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s ❀
✕ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥ ❜♦♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳
◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ q✉✐ ❛❥♦✉t❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t à ❧❛ rè❣❧❡ β ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ♠ét❛✮ ❝♦♠♠❡ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡
ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t très ♥❛ï✈❡✱
❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❝❛❧❝✉❧❛t♦✐r❡ ✿ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ♣♦✉ssé❡s ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉
t❡r♠❡ ✈❡rs t♦✉t❡s ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳ ▼❛✐s ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡✈r❛✐t✲♦♥ ♣♦✉ss❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s ❞❡s
❜r❛♥❝❤❡s ❞✉ t❡r♠❡ ♦ù ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ à r❡♠♣❧❛❝❡r ❄ ❊♥ ❡✛❡t✱
❝✬❡st ❧✬❡ss❡♥❝❡✲♠ê♠❡ ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ à ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡
❞❛♥s λσ ❬▼❡❧✾✺❪✳ ◆♦✉s é✈✐t❡r♦♥s ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ♣❤❛s❡s ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❡t
❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥s♣✐r❛♥t ❞❡ ❞✐✈❡rs ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ✭✈♦✐r
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆❜r✾✸❪✮✳ ❈❡❝✐ ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ✭❡t ❞✬é✈✐t❡r✮ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❡t ❡❢✲
❢❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s é❧✐♠✐♥❡r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✉♥
s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡st ❢❡r♠é✳ ❈❡❝✐ ❡♥❧è✈❡ ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❣é♥ér❡r ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛✐s ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ré♣♦♥❞ ❛✉① ♦❜❥❡❝t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❝♦♥tr❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ♥♦♠♠és✳
P♦✉r ré❝❛♣✐t✉❧❡r✱ ❧✬❛s♣❡❝t ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✱ ❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛✉t♦r✐s❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✿
✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
✕ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à tr❛✈❡rs✱ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❀
✕ ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❀
✕ ✉♥ ❣❧❛♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮ ♣r♦♣r❡✳
■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✱ q✉✐ ♠è♥❡♥t à ❞✐✛ér❡♥ts
❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡t ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s
λca ✱ ❡st ❝❛r❛❝tér✐sé ♣❛r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ β✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞♦✐t êtr❡ ❢❡r♠é✳ P✉✐sq✉❡ ❝✬❡st ❧❛
s❡✉❧❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❝ré❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❢❡r♠é❡s✳
❇✐❡♥ q✉❡ r❡str✐❝t✐❢✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧✬❡①é❝✉t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t
❜é♥é✜❝✐❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❡t ❧❛
♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ λca ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❢❛✐❜❧❡s st❛♥❞❛r❞
♠❛✐s ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ ❞❡✉①✐è♠❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛♣♣❡❧é
λcf ✱ ♦ù ❧✬✐❞é❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝ré❡r ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡s
❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❢❡r♠é❡s q✉❛♥❞ ❡❧❧❡s tr❛✈❡rs❡♥t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ λca✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣rés❡♥té
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ tr❛✈❛✐❧❧❛♥t s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛s❡ ✭♥♦✉s ♥❡ ré❝r✐✈♦♥s
♣❛s ❞❡ t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ré♣♦♥❞ ❡♥ ♣❛rt✐❡ ❛✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
s♦✉❧❡✈és ♣❛r ❬▼✉ñ✾✻❪✱ ❡t ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s
♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ λcf ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ t❡r♠✐♥❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s t②♣és✱
❡t ♣❡✉t s✐♠✉❧❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t λca✱ λcf ✱ ❡t ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ λcl ✱ q✉✐ ❡①✐❣❡ q✉❡ ❧❡s ré❞❡①
s♦✐❡♥t ❢❡r♠és ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ β ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❬➬❍✾✽❪✱ ❡t λcaf q✉✐ ❣é♥ér❛❧✐s❡ λca ❡t λcf ✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝❡tt❡ s②♥t❛①❡ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛✲
❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ str✉❝t✉ré❡
♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ♦♥t été ✐♠♣❧❛♥té❡s✱ ❡t ❧❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡ ❧❡ ♥✐✲
✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡st ♥❡tt❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s✬✐♥s❝r✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐✲
❝✐t❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ✐♥s✐st❛♥t s✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱
♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❞❡ ❬❆❋▼+✾✺❪ ❡t ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
♣❛rt❛❣és ❬❨♦s✾✹❪✳ ❉✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s♦♥t ❬❍▼P✾✽✱ ❘♦s✾✻✱ ◆❛❞✾✾❪✳
❉❛♥s ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✱ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s ❞✐s❛♥t s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❝❧♦s ♦✉ ♥♦♥ s♦♥t ❡♠♣❧♦②é❡s ♣♦✉r ❞é✜✲
♥✐r ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬❛✈❡❝ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❡t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ t♦✉t à
❢❛✐t ❞✐✛ér❡♥t ❞✉ ♥ôtr❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ s✉s♣❡♥s✐♦♥ q✉✐ ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✮✳
◆♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ♣❛r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦✉♣✉r❡s ❞❛♥s
❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❛r
●✐r❛r❞ ❬●✐r✽✾❪✳
❆♣❡rç✉✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ♥♦✉s ♠♦t✐✈♦♥s ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❛r ❧✬ét✉❞❡ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♣r♦✲
❜❧é♠❛t✐q✉❡s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s
❧❡s λc✲t❡r♠❡s✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ■■✳✸✳✷ ❡t ■■✳✸✳✸✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ✿ λca ✭♣♦✉r ❛r❣✉♠❡♥t ❢❡r♠é✱ ❝❧♦s❡❞ ❛r❣✉♠❡♥t
❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮ ❡t λcf ✭♣♦✉r ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢❡r♠é❡ ♦✉ ❝❧♦s❡❞ ❢✉♥❝t✐♦♥✮✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t
■■✳✷✳ ❚r❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✷✾
❧❡s str❛té❣✐❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✹✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✺✱
♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❞✐s❝✉t♦♥s ♥♦s ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝✲
t✐♦♥ ■■✳✸✳✻✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞✉ s✉❥❡t ❡t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✺✱ ♦ù ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❡t ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✻✳
■■✳✷ ❚r❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♦ù ❧❛ ♠ét❛✲♦♣ér❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❞❡
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✐♥s♣✐ré❡s
♣❛r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❈❤✉r❝❤✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♥♦♠♠és✱ ♠❛✐s ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s ♣❡✉t êtr❡
❢♦r♠✉❧é❡ ❡♥ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✳ ❈♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✱ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r t{x := u} ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ❡t ♣❛r Λ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ♥♦✉s ♥❡
❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♣❛s ✐❝✐ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♥♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❝❡t ❛s♣❡❝t ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✷✳✶ ✭λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✮
❙♦✐❡♥t x, y ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ⋆ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♦✉
❧❡s ❜♦♦❧é❡♥s ❀ ❝❡❧❛ s❡r❛ ✉t✐❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✮✱ ❡t t, u ❞❡s t❡r♠❡s ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
t, u ::= x | ⋆ | λx.t | t u | t[u/x].
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ss♦❝✐❡ à ❣❛✉❝❤❡ ✿ t u v = (t u) v✱ ❡t ❛❞♦♣t♦♥s ✉♥❡ ❝♦♥✈❡♥✲
t✐♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✿ t[u/x][v/y] = (t[u/x])[v/y]✳ ◆♦✉s ❛❜ré❣❡♦♥s λx.λy.t ❡♥
λxy.t✳ ▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ✭♥♦t❛t✐♦♥ ❢✈(t)✮ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱
❛✈❡❝ ❢✈(t[u/x]) = ❢✈((λx.t)u)✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✶ ❞♦♥♥❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞❡
❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ✏z ❢r❛✐s✑ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ z ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ q✉✐ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡
♠❡♠❜r❡ ❣❛✉❝❤❡✳
❚❛❜✳ ■■✳✶ ✕ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
❇❡t❛ (λx.t) v → t[v/x]
❈♦♥s ⋆[v/x] → ⋆
❱❛r1 x[v/x] → v
❱❛r2 y[v/x] → y x 6= y
❆♣♣ (t u)[v/x] → (t[v/x]) (u[v/x])
▲❛♠1 (λx.t)[v/x] → λx.t
▲❛♠2 (λy.t)[v/x] → λy.t[v/x] x 6∈ ❢✈(t) ∨ y 6∈ ❢✈(v), x 6= y
▲❛♠3 (λy.t)[v/x] → λz.t[z/y][v/x] x ∈ ❢✈(t), y ∈ ❢✈(v), x 6= y, z ❢r❛✐s
❈♦♠♣ t[u/x][v/y] → t[v/y][u[v/y]/x] x 6∈ ❢✈(v)
✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
▲❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✶ ❞é✜♥✐t ❡♥ ❢❛✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ s❝❤é♠❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s ♠é✲
t❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s t, u, v✳ x, y, z ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✈✉s ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♦✉ ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♥✜♥✐ ❞❡ rè❣❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❱❛r1 s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧
❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ P❛r ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✱ ❝❡s s❝❤é♠❛s ❞❡ rè❣❧❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s✱ ❝❧♦s❡ ♣❛r ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t s✉r✈❡♥✐r ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧
❝♦♥t❡①t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❞❛♥s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✿
t→ t′
t u→ t′ u
u→ u′
t u→ t u′
t→ t′
λx.t→ λx.t′
t→ t′
t[u/x]→ t′[u/x]
u→ u′
t[u/x]→ t[u′/x]
■❧ ② ❛ ❞❡s ✈❛r✐❛♥t❡s ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ♥♦✉s ♣❛rt♦♥s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s ✭❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✮✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ❡✛❡❝t✉❡r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣ ❡t ❈♦♠♣✱ q✉❛♥❞ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t
❝♦♣✐é❡s✳✶ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣❧✉s ❢❛♠✐❧✐èr❡✱ ❝♦♠♠❡
♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt✳
❊♥ ❛♥❛❧②s❛♥t ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❝❡rt❛✐♥s ❞é❢❛✉ts ✿
✕ ▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣❛❣é❡s ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣ ❡t ❈♦♠♣✱ ❧❛ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥ v ❡st ❝♦♣✐é❡✱ ♠ê♠❡ s✐ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧✬✉♥ ❞❡ s❡s s♦✉s✲
t❡r♠❡s✳
✕ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❱❛r2 ❡t ▲❛♠1 ❡✛❛❝❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ v q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
✕ ▲✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠3✱ q✉✐✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❝ré❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ t[z/y] q✉✐ ✈❛ ❛✉ss✐ êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❡①❤❛✉st✐✈❡♠❡♥t✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❢r❛î❝❤❡ ❞♦✐t êtr❡ ❣é♥éré❡ ♣❛r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♣r♦❝❡ss✉s ❡①t❡r♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥✬❛
❛✉❝✉♥ ❡s♣♦✐r ❞✬êtr❡ ❝♦♥✢✉❡♥t s✐ ❧✬♦♥ ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❧❡s t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✐♥❞é✜♥✐♠❡♥t✱ ❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❞♦♥❝ ❛✉❝✉♥ ❡s♣♦✐r ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
❞❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ♣♦✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s ♠♦②❡♥s ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❝❡s s✉r❝♦ûts✱ ❞✬❛❜♦r❞ ❡♥ s❡ ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t
s✉r ❧✬é❧✐♠✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♣✉✐s s✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
■■✳✷✳✶ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥
■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs r❡♠è❞❡s ♠❛❧❛❞r♦✐ts q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r❡s❝r✐ts ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
P♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✱ ✐❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ s✐ ♥♦✉s ✐♥t❡r❞✐s♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ✭❝❡ q✉✐ r❡st❡ s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✮✱ ❛❧♦rs ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❢❛✐❜❧❡ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✬✐♥t❡r❞✐r❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s à tr❛✈❡rs ❧❡s ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s ✭❛✐♥s✐ ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❡♥❧❡✈é❡ ❞✉ s②stè♠❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡
❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❡st tr♦♣ ❢♦rt❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉r❛✐t ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ à ré❞✉✐r❡ ❧❡ ré❞❡①
❞❡ têt❡ ❞❡ t = λx.(λy.y)x✱ ♠❛✐s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❝❡ ré❞❡① s❡r❛ ❞✉♣❧✐q✉é ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ (λx.x x) t→∗ (λx.(λy.y)x) (λx.(λy.y)x)✳ P✐r❡✱ ♥♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ré❞❡①
✶P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❧✐♥é❛✐r❡ ♦ù ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡t s✉rt♦✉t ❧❛ ❝♦♣✐❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♣❡r♠✐s✱ ✐❧ ♥✬② ❛
❛✉❝✉♥❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❛ ❞❡s ♥♦♠s ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r t♦✉t❡s s❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✳
■■✳✷✳ ❚r❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✸✶
♣rés❡♥ts✱ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♣✐és ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♣r❡♥♦♥s t = (λz.x y z)[λx.x/x][λy.y/y]✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ❛✉❝✉♥❡ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥✬❡st
♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❈❡❝✐ ♠♦t✐✈❡ ♥♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥✳ P♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ❛✉t♦r✐✲
s❡r♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
q✉❛♥❞ ❝❡❧❛ ♥✬❡♥tr❛î♥❡ ♣❛s ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ■❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ s♦❧✉t✐♦♥s ♠♦✐♥s r❛✲
❞✐❝❛❧❡s q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
✕ ▲❡s ré❞❡① ❝❧♦s ❬➬❍✾✽❪✳ ❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ✿ (λx.t)u → t[u/x] ❡st r❡str❡✐♥t❡ ❛✉ ❝❛s ♦ù
❢✈((λx.t)u) = ∅ ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ❥❛♠❛✐s ❜❡s♦✐♥ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❝réé❡s ♣❛r ❝❡tt❡ rè❣❧❡ s❡r♦♥t ❢❡r♠é❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s q✉❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✱ ❡t ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧❡s✳
✕ ➱❧✐♠✐♥❡r ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠3✳ ❈♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❞❡♠❛♥❞❡ ✉♥❡ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❧✬❡♥❧❡✈❡r ❞✉ s②stè♠❡✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❧❡ s②stè♠❡ ❧❡ ♠♦✐♥s r❡str✐❝t✐❢✱ ✐❧ ❞❡♠❛♥❞❡
t♦✉❥♦✉rs ❞❡✉① t❡sts ❞✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠2✮✳
▲❛ q✉❡st✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣♦✉✈♦♥s✲♥♦✉s ❢❛✐r❡ ♠✐❡✉①
q✉❡ ❧❡s s♦❧✉t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❡♥ tr♦✉✈❛♥t ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s ❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ❄ ▲❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s q✉❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦♠♣r♦♠✐s q✉✐ ♦✛r❡ ❛✉t❛♥t ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥s q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ s❛♥s ❧❡ ❝♦ût ❞❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
■■✳✷✳✷ Pr♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
P♦✉ss❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ [v/x] à tr❛✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦♣✐❡ ♥❛ï✈❡♠❡♥t ❧❡ t❡r♠❡ v ✭❞♦♥❝
❛✉ss✐ t♦✉s ❧❡s ré❞❡① ♣rés❡♥ts ❞❛♥s v✮✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ ❧❛ s♦✉r❝❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡
❞✬✐♥❡✣❝❛❝✐té ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡ (x t1 t2 · · · tn)[v/x]✱ ♦ù ❧❛
s❡✉❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x ❡st ❝❡❧❧❡ ✈✐s✐❜❧❡✳ P♦✉r q✉❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡
❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦♥♥é❡s✱ ✐❧ ❢❛✉t ré❛❧✐s❡r n + 1 ❝♦♣✐❡s ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♣❧✉s t♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s
❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ti✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ❝♦♣✐❡s s❡r♦♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❥❡té❡s✱ s❛✉❢ ✉♥❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x ❞❛♥s ❝❡ t❡r♠❡✱ ❛✐♥s✐ ❛✉❝✉♥❡
❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♥✐ ♣❛rt❛❣❡✮ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈❡❝✐ s✉❣❣èr❡ ♥♦tr❡ ♣r♦❝❤❛✐♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧✱
❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
s✉✐✈❛♥t ✿
(t u)[v/x] → (t[v/x])u (x ∈ ❢✈(t), x 6∈ ❢✈(u))
(t u)[v/x] → t (u[v/x]) (x 6∈ ❢✈(t), x ∈ ❢✈(u)).
❈❡s rè❣❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❝❛s ♦ù x ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ✭❧♦❝❛❧❡♠❡♥t✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s
❛❧♦rs ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❝❛s ❝r✉❝✐❛✉① ♦ù x ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞✉ t♦✉t✱
❡t ♦ù ✐❧ ❛♣♣❛r❛ît ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✷ ✿
(t u)[v/x] → t u (x 6∈ ❢✈(tu))
(t u)[v/x] → (t[v/x]) (u[v/x]) (x ∈ ❢✈(t), x ∈ ❢✈(u)).
❋❛❝t♦r✐s❡r ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s ❡t ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t ❞✬é✈✐t❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s✳ ❈✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣✲
♣❡❧❧❡ ❧❡s ♦♣ér❛t❡✉rs ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♦✉ ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❈❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❡①✐st❡ ❛✉
✷❈❡s q✉❛tr❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ♣♦✉ss❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❝♦♠✲
♣r✐s❡s ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ❛♣♣❡❧ ❛✉① ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs S✱ B✱ C✱ K ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✸✳
✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
♠♦✐♥s ❞❡♣✉✐s ❬❆❜r✾✸❪✱ ❡t ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣rés❡♥t❡ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♣❛r ❬❋▼✾✾❪ ✭s✉❜s✉♠é
♣❛r ❬❋▼❙✵✺❛❪✮✳ ❊❧❧❡ ❛ é❣❛❧❡♠❡♥t été ✉t✐❧✐sé❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❖♦s✵✶❪ ❡t ❬❑▲✵✺❪ ❛✈❡❝ ❞❡s
♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s✳ ❈✬❡st ❜✐❡♥ sûr ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ très ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ✐ss✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡s
❡t ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬●✐r✽✼❪✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡t rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✕ ❊✛❛❝❡♠❡♥t ✿ (ǫx.t)✳ ❙✐ x 6∈ ❢✈(t)✱ ❛❧♦rs ♦♥ ♣❡✉t ❧❡ ❢❛✐r❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❣râ❝❡ ❛✉
❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ss♦❝✐é❡ ♣rés❡r✈❡ ❝❡tt❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ✿
(ǫx.t)[v/x]→ ǫx1 .ǫx2 . · · · ǫxn .t
♦ù {x1, . . . , xn} = ❢✈(v)✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ s✐ v ❡st ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡
❡♥ ✿
(ǫx.t)[v/x]→ t.
❊♥ ✐♠♣♦s❛♥t ❢✈(v) = ∅✱ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❣❧❛♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s✮ ❞❡✈✐❡♥t ✉♥❡
♦♣ér❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❡t ❛t♦♠✐q✉❡✳
✕ ❈♦♣✐❡ ✿ (δy,zx .u)✳ ❙✐ x ❛♣♣❛r❛ît ❞❡✉① ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✱ ♥♦✉s r❡♥♦♠♠♦♥s ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❡♥ y ❡t ❧✬❛✉tr❡ ❡♥ z ✭y ❡t z s♦♥t s✉♣♣♦sés ❢r❛✐s✮ ❡t ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♣✐❡✱
❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(δy,zx .t)[v/x]→ δ
~y,~z
~x .t[v[~y/~x]/y][v[~z/~x]/z]
♦ù ~x = ❢✈(v)✱ ❡t ~y ❡t ~z s♦♥t s✉♣♣♦sés ❢r❛✐s ▼❛✐s ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡
♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥s✱ ♠❛✐s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ s✐ v ❡st ❝❧♦s✱ ❧❛ rè❣❧❡ s❡ s✐♠♣❧✐✜❡
❡♥ ✿
(δy,zx .t)[v/x]→ t[v/y][v/z].
◆♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♦ù
❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❢❡r♠é❡s✱ ♠❛✐s ❝✬❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳ ❙✐ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ❝♦♣✐és✱ ❛❧♦rs ❞❡s ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧s ♣♦✉rr❛✐❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t
êtr❡ ❞✉♣❧✐q✉és✳ ❆✐♥s✐ ♥♦tr❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❝♦♥❝❡♣t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♣✐❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡
❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❡t q✉✐ ♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❛✉❝✉♥❡ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳
❖♥ ♣❡✉t ❞ès ♠❛✐♥t❡♥❛♥t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❱❛r2 ❡t ▲❛♠1
♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥✬❛tt❡✐♥❞r❛ ❥❛♠❛✐s ✉♥ t❡r♠❡ à ♠♦✐♥s q✉✬✐❧ ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐❜r❡ ❡♥ tr❛✐♥ ❞✬êtr❡ s✉❜st✐t✉é❡✳ ▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❣✉✐❞é❡s à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡r♠❡
♣❛r ❧❡ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❆♣♣ ❥✉sq✉✬à ❧❛ ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡✳
❆✈❡❝ ❧✬❛❞❞✐t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❡t ❝♦♣✐❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱
t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ❞❛♥s ✉♥❡ t❡r♠❡✳ ❆✐♥s✐ ❧❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❈♦♠♣
s❡ ❞✐✈✐s❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ ❞❡✉① ✿
t[u/x][v/y] → t[v/y][u/x] (y ∈ ❢✈(t))
t[u/x][v/y] → t[u[v/y]/x] (y ∈ ❢✈(u)).
▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ✉♥❡ ❝❛✉s❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✱ ❡t ❞♦✐t ❞♦♥❝
êtr❡ ❡①❝❧✉❡✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡✱ ❡♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❡st ✉t✐❧❡✱ ❝❛r ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞✬❛✈❛♥❝❡r
✈❡rs ❧❡✉r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❡❧❧❡ ❡st ♣❧✉s q✉✬✉t✐❧❡✱ ❝❛r s♦♥ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡
■■✳✷✳ ❚r❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❡t ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ✸✸
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rts✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (t u)[v/x][w/y]✱ ♦ù y ∈ ❢✈(v), x ∈ ❢✈(t) ♣❡✉t s✉❜✐r
❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
(t u)[v/x][w/y]
((t[v/x])u)[w/y]
✛
(t u)[v[w/y]/x]
✲
(t[v/x][w/y])u
❄
✲ (t[v[w/y]/x])u
❄
❈❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❝♦✉rt✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ❝❧❛r✐✜❡ à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✲
✈❛t✐♦♥ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✷✳✷ ✭❖r❞r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
❙♦✐t t = t0[t1/x0][t2/x1] · · · [tn/xn−1] ♦ù ❢✈(ti) = {xi}, i < n✱ ❡t ❢✈(tn) = ∅✳ ❯♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥s t →∗ u ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s❡r❛ ❡♥ O(n) ❞❛♥s ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛s ❡t ❡♥
O(n2) ❛✉ ♣✐r❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ ❝♦♠♣♦s❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❧❡s ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡s ♦✉ ❧❡s ♣❧✉s ❡①t❡r♥❡s✳ ▲❡
❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ❡♥ ✐❧❧✉str❡ ❧❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s✳ P♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✱ ♥♦✉s ♥✬é❝r✐✈♦♥s
♣❛s ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝r♦❝❤❡ts✳ ❆✐♥s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st [ ][ ] · · · [ ]✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡
❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✬é❝r✐t [ ][ ]→ [[ ]]✳ ◆♦✉s ✐♥❞✐q✉♦♥s s✉r ❧❡s ✢è❝❤❡s ❧❡ ♥♦♠❜r❡
❞❡ ❢♦✐s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ ✿
[ ][ ] · · · [ ][ ]
[[ ] · · · [ ]]
✛
n
[ ][ ] · · · [[ ]]
1
✲
[[[ ] · · · [ ]]]
n− 1
❄
[ ] · · · [[[ ]]]
1
❄
[· · · [ ] · · · ]
∑n−2
i=0 (n− i)
❄
[· · · [ ] · · · ]
n− 2
❄
❆✐♥s✐ ❧❛ séq✉❡♥❝❡ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡ r❡q✉✐❡rt
∑n
i=0(n− i) =
∑n
i=0 i =
n(n+1)
2 ✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❡♥ O(n
2)✱
❛❧♦rs q✉❡ q✉❡ ❧❛ ♣❧✉s ❡①t❡r♥❡ ❡st ❡♥ O(n)✳ 
▲✬♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛ ✉♥ ❡✛❡t s♣❡❝t❛❝✉❧❛✐r❡
s✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡①t❡r♥❡
❡✣❝❛❝❡ ✭♦✉t❡r♠♦st✱ ❧❡ ré❞❡① ❧❡ ♣❧✉s ❡①t❡r♥❡ ❡st ré❞✉✐t ❞✬❛❜♦r❞✮ ❡st ❞✬✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡①t❡r♥❡ s♦✐t ❝❧♦s❡✳
❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ♥♦s ♣r❡♠✐èr❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥s✳ P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡ ❝❡s r❡♠❛rq✉❡s✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧s✱ ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ❝♦♠♠✉♥❡✳
✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
■■✳✸ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és
■■✳✸✳✶ ❙②♥t❛①❡ ✿ λc
◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ❧❡s λc✲t❡r♠❡s✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❧❡s ❝♦♣✐❡s ❡t ❧❡s ❡✛❛❝❡♠❡♥ts✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣✐❧❡r♦♥s ❧❡s λ✲t❡r♠❡s
❡♥ λc✲t❡r♠❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶ ✭λc✲t❡r♠❡s✮
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s x, y, z ♣♦✉r ❞é♥♦t❡r ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ t, u, v ♣♦✉r ❞é♥♦t❡r ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❡t ⋆ ♣♦✉r
✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✷ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ s❛t✐s❢❛✐t❡s ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❛ss♦❝✐é❡s✳ Λc ❞é♥♦t❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λc✲t❡r♠❡s✳
❚❛❜✳ ■■✳✷ ✕ λc✲t❡r♠❡s
◆♦♠ ❚❡r♠❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❈♦♥st❛♥t❡ ⋆ − ∅
❱❛r✐❛❜❧❡ x − {x}
❆❜str❛❝t✐♦♥ λx.t x ∈ ❢✈(t) ❢✈(t) \ {x}
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t u ❢✈(t) ∩ ❢✈(u) = ∅ ❢✈(t) ∪ ❢✈(u)
❊✛❛❝❡♠❡♥t ǫx.t x 6∈ ❢✈(t) ❢✈(t) ∪ {x}
❈♦♣✐❡ δy,zx .t x 6∈ ❢✈(t), y 6= z, {y, z} ⊆ ❢✈(t) (❢✈(t) \ {y, z}) ∪ {x}
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ t[u/x] x ∈ ❢✈(t), (❢✈(t) \ {x}) ∩ ❢✈(u) = ∅ (❢✈(t) \ {x}) ∪ ❢✈(u)
▲❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❡♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛♣♣❛r❛ît ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ✉♥
t❡r♠❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❛✈♦✐r ❧❛ rè❣❧❡ η ✿ (λx.t x) → t s❛♥s
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛r❞❡ x 6∈ ❢✈(t)✮✳
❈❡s t❡r♠❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ✈❡rs ❧❡q✉❡❧ s♦♥t ❝♦♠♣✐❧és
❧❡s λ✲t❡r♠❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♦♥ s✉♣♣♦s❡r❛ q✉❡ t♦✉s ❧❡s λc✲t❡r♠❡s s♦♥t ♣r♦❞✉✐ts
♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ J·K : Λ→ Λc✱ ♦✉ s♦♥t ❞❡s ré❞✉✐ts ❞❡ t❡❧s t❡r♠❡s✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✸✺
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷ ✭❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡✳ ❙❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ JtK ❞❛♥s λc ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ [x1] . . . [xn]〈t〉 ♦ù ❢✈(t) =
{x1, . . . , xn}✱ n ≥ 0✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t tr❛✐té❡s
❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✱ ❡t 〈·〉 ❡st ❞é✜♥✐ ♣❛r ✿ 〈⋆〉 = ⋆✱ 〈x〉 = x✱ 〈t u〉 = 〈t〉 〈u〉 ❡t
〈λx.t〉 = λx.[x]〈t〉 s✐ x ∈ ❢✈(t)✱ s✐♥♦♥ 〈λx.t〉 = λx.ǫx.〈t〉✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s [·]· ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
[x]x = x
[x](λy.t) = λy.[x]t
[x](t u) = δx
′,x′′
x .[x′](t{x := x′}) [x′′](u{x := x′′}) x ∈ ❢✈(t), x ∈ ❢✈(u)
= ([x]t)u x ∈ ❢✈(t), x 6∈ ❢✈(u)
= t ([x]u) x 6∈ ❢✈(t), x ∈ ❢✈(u)
[x](ǫy.t) = ǫy.[x]t
[x](δy
′,y′′
y .t) = δ
y′,y′′
y .[x]t
♦ù ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t{x := u} ❡st ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✭✐♠♣❧✐❝✐t❡✮ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✱ ❡t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s x′ ❡t x′′
❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ❢r❛î❝❤❡s✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t tr❛✐té❡s ❞❛♥s ❧✬♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
J(x y) (x y)K = [x][y]〈(x y) (x y)〉 = δy
′,y′′
y .δ
x′,x′′
x .(x
′ y′) (x′′ y′′) 6= [y][x]〈(x y) (x y)〉.
◆♦✉s ❛✉r✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ♣✉ ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥✳
▲❡s t❡r♠❡s ♣r♦❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs ✿ ✐❧s ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥♥❡♥t ♣❛s
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲✬❡ss❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❡t ❞❡ ♣❧❛❝❡r ❧❡s
❝♦♥str✉❝t❡✉rs ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡t ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❧à ♦ù ✐❧s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳ ▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡
q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❤♦✐s✐❡ ❛ ❧❛ ♣r♦♣r✐été q✉❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡st ♣❧❛❝é à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ❡①t❡r♥❡
✭♦✉t❡r♠♦st✮✱ ❡t ❧❛ ❝♦♣✐❡ à ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡ ✭✐♥♥❡r♠♦st✮✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❧❡ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡
✭❡✛❛❝❡r ❛✉ss✐ r❛♣✐❞❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ❛tt❡♥❞r❡ ♣♦✉r ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❝❡
s♦✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ❧❡s ❡✛❛❝❡♠❡♥ts
♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t q✉✬✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ λx.ǫx.t✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s
❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❜✐❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ λ❴.t q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❝❡s ❞❡r♥✐❡rs✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧❡s ♠❛✐♥t❡♥✐r sé♣❛rés ❞❛♥s ❧❛ ♠❛❥❡✉r❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s
s✉r ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❣é♥ér❛❧❡s ❞❡ λc ❡t ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐✲
❧❛t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸
❙✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛❧♦rs ✿
✶✳ ❢✈(JtK) = ❢✈(t)✳
✷✳ JtK ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡ ✭s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✷✮✳
Pr❡✉✈❡✳
✶✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❡✛❛❝❡ ♣❛s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t q✉❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✳
✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
✷✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳ ❙✐ t = ⋆ ♦✉ t = x✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧✲
t❛t ❡st tr✐✈✐❛❧ ✭❧❡s ❞❡✉① s❡ tr❛❞✉✐s❡♥t ❡♥ t❡r♠❡s s❛♥s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ❢✈(t) =
{x1, . . . , xn}✳ ❙✐ t = λx.u✱ ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
✭❛✮ ❙✐ x ∈ ❢✈(u)✱ ❛❧♦rs ✿
[x1] · · · [xn]〈λx.u〉 = [x1] · · · [xn]λx.[x]〈u〉 = λx.[x1] · · · [xn][x]〈u〉.
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ [x1] · · · [xn][x]〈u〉 ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t ♣❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ✶✱ ♥♦✉s s❛✲
✈♦♥s q✉❡ x ∈ ❢✈([x1] · · · [xn][x]〈u〉)✱ ❛✐♥s✐ λx.[x1] · · · [xn][x]〈u〉 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳
✭❜✮ ❙✐ x 6∈ ❢✈(u)✱ ❛❧♦rs ✿
[x1] · · · [xn]〈λx.u〉 = [x1] · · · [xn]λx.ǫx.〈u〉 = λx.ǫx.[x1] · · · [xn]〈u〉.
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ [x1] · · · [xn]〈u〉 ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t x 6∈ ❢✈([x1] · · · [xn]〈u〉) ♣❛r
❧❡ ♣♦✐♥t ✶✱ ❛✐♥s✐ ǫx.[x1] · · · [xn]〈u〉 ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t λx.ǫx.[x1] · · · [xn]〈u〉 ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t
✈❛❧✐❞❡✳
❊♥✜♥✱ s✐ t = u v✱ ❛❧♦rs [x1] · · · [xn]〈u v〉 = [x1] · · · [xn](〈u〉〈v〉)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡
❢✈(u) ∩ ❢✈(v) = {xi1 , . . . , xip} ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ p ≥ 0✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ s♦✐❡♥t u
′ ❧❡ t❡r♠❡
u{xi1 := x
′
i1
, . . . , xip := x
′
ip
} ❡t v′ = v{xi1 := x
′′
i1
, . . . , xip := x
′′
ip
}✱ ❡t s♦✐❡♥t yj1 , . . . , yjq
❡t zk1 , . . . , zkr ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ u
′ ❡t v′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❡♥ ♦r❞r❡ ❧❡①✐❝♦❣r❛✲
♣❤✐q✉❡✱ ❛❧♦rs ✿
[x1] · · · [xn](〈u〉〈v〉) = δ
x′ip ,x
′′
ip
xip . . . . δ
x′i1
,x′′i1
xi1
.[yj1 ] . . . [yjq ]〈u
′〉[zk1 ] . . . [zkr ]〈v
′〉.
P❛r ❧❡ ♣♦✐♥t ✶ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ [yj1 ] . . . [yjq ]〈u
′〉 ❡t [zk1 ] . . . [zkr ]〈v
′〉 s♦♥t ❞❡✉①
λc✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s✳ ■❧s ♥✬♦♥t ❛✉❝✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ ✭♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠✉♥❡s
♦♥t été r❡♥♦♠♠é❡s✮✱ ❞♦♥❝ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ xi1 , . . . , xip
♥❡ s♦♥t ♣❛s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ x′ij 6= x
′′
ij
❡t x′ij , x
′′
ij
s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♣♦✉r t♦✉t 1 ≤ j ≤ p✮✱ ❛✐♥s✐ ❧❡ t❡r♠❡ rés✉❧t❛♥t ❡st ✈❛❧✐❞❡✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ré❝✉♣ér❡r ✉♥ λ✲t❡r♠❡ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ λc✲t❡r♠❡ ❡♥ ❡✛❛ç❛♥t s✐♠♣❧❡✲
♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ❡t ❡♥ ♣r♦♣❛❣❡❛♥t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❥✉sq✉✬❛✉ ❜♦✉t✳ P♦✉r
❝❡❝✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭r❡❛❞❜❛❝❦✮ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✹ ✭❉é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ (·)∗ : Λc → Λ ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
⋆∗ = ⋆ x∗ = x
(t u)∗ = t∗ u∗ (λx.t)∗ = λx.t∗
(ǫx.t)
∗ = t∗ (δy,zx .t)∗ = t∗{y := x}{z := x}
(t[u/x])∗ = t∗{x := u∗}
❯♥❡ ♣r♦♣r✐été ✉t✐❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✸✼
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✺
❙✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ JtK∗ = t✳
Pr❡✉✈❡✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞✉ λ✲t❡r♠❡ t✳ 
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✻ ✭❚❡r♠❡s ✐ss✉s ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✿
I = Jλx.xK = λx.x
K = Jλx.λy.xK = λx.λy.ǫy.x
S = Jλx.λy.λz.xz(yz)K = λx.λy.λz.δz
′,z′′
z .(xz′)(yz′′)
2 = Jλf.λx.f(fx)K = λf.λx.δg,hf .g(hx)
Y = Jλf.(λx.f(xx))(λx.f(xx))K = λf.δg,hf .(λx.g(δ
x′,x′′
x .x′x′′))
(λx.h(δx
′,x′′
x .x′x′′))
❆ t✐tr❡ ❞❡ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ λx.λy.ǫx.y✳ ❈✬❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡ ✭✈♦✐r
❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✷✮✱ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ rés✉❧t❡ ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉✬✐❧
② ❛ ✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ✉♥ t❡r♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✿
J(λx.λy.ǫx.y)
∗K = λx.ǫx.λy.y✳
❈❡❝✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❜❛s❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❉❛♥s ❧❡s
s❡❝t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s λc✲t❡r♠❡s✱ ❛✈❡❝ ❧❛
♣r♦♣r✐été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
■■✳✸✳✷ ❆r❣✉♠❡♥ts ❢❡r♠és ✿ λca
❆ ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✱ ♥♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s✉♣♣r✐♠és s✐ t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❢❡r♠é❡s✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ q✉✐ ❝ré❡
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❇❡t❛ ✿ (λx.t) v → t[v/x]✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❡①✐❣❡r q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
v s♦✐t ❢❡r♠é ❞❛♥s ❝❡tt❡ rè❣❧❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❞❡ ❝❡tt❡
❝♦♥tr❛✐♥t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s
❢♦r♠❛❧✐s♦♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❛♣♣❡❧é λca ❡t ét✉❞✐♦♥s s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ❈❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉
λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s q✉✬❡❧❧❡ ❡st s✉✣s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s
♣r♦❣r❛♠♠❡s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✼ ✭λca✲❝❛❧❝✉❧✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λca ❞❡s λca✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s λc✲t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✬✉♥ λ✲
t❡r♠❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ré❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥→ca ❞é✜♥✐❡
♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✸✳
❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s →∗ca ♣♦✉r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ →ca✳ ▲❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦♥t❡①t❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡s s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥s ❡t s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳ ▲❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡s✳
❙✉✐✈❛♥t ❧❛ tr❛❞✐t✐♦♥ ❝♦♠♠❡♥❝é❡ ❛✈❡❝ λσ ❬❆❈❈▲✾✶❪✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s σ ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s
✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
❚❛❜✳ ■■✳✸ ✕ λca✲ré❞✉❝t✐♦♥
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
❇❡t❛ (λx.t) v →ca t[v/x] ❢✈(v) = ∅
❱❛r x[v/x] →ca v
❆♣♣1 (t u)[v/x] →ca (t[v/x])u x ∈ ❢✈(t)
❆♣♣2 (t u)[v/x] →ca t (u[v/x]) x ∈ ❢✈(u)
▲❛♠ (λy.t)[v/x] →ca λy.t[v/x]
❈♦♣②1 (δ
y,z
x .t)[v/x] →ca t[v/y][v/z]
❈♦♣②2 (δ
y,z
x′ .t)[v/x] →ca δ
y,z
x′ .t[v/x]
❊r❛s❡1 (ǫx.t)[v/x] →ca t
❊r❛s❡2 (ǫx′ .t)[v/x] →ca ǫx′ .t[v/x]
♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❡①❝❡♣té❡ ❇❡t❛✳ ❯♥❡ σ✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡st ✉♥
t❡r♠❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ré❞✉✐t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ σ✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■■✳✸✳✽ ✭Pr♦♣r✐étés s②♥t❛①✐q✉❡s✮
■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡ ✭❜✐❡♥ q✉✬❛ ♣r✐♦r✐ ♣♦ss✐❜❧❡✮ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥❡ ❝❛r❛❝tér✐s❛t✐♦♥ s②♥t❛①✐q✉❡ ❡①❛❝t❡
✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✉♥❡ ❣r❛♠♠❛✐r❡✮ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ Λca✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés ♥❡ s♦♥t ♥✐
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♥✐ ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ✭❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés s✉r ❧✬♦r❞r❡ ❡t ❧❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s
♦♣ér❛t❡✉rs ❞❡ ❝♦♣✐❡✮✳ ❖♥ ♣❡✉t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s②♥t❛①✐q✉❡s ✐♠♣♦rt❛♥t❡s
s✉✐✈❛♥t❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ s✉r❛♣♣r♦①✐♠❛t✐♦♥ ❞❡ Λca ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■■✳✸✳✶✶✮✳
✕ ❉✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛✱ t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣r♦❞✉✐t❡s s♦♥t ❢❡r♠é❡s✱
❡t ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✐♥s✐ ❛✉❝✉♥ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ▲❛♠✱ ❈♦♣②2 ❡t
❊r❛s❡2✳ ❆✐♥s✐ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♥✬❡st r❡q✉✐s❡ s✐ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♠❛♥✐♣✉❧♦♥s
❞❡s λca✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
✕ ❉❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ Λca✱ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ǫx.t ❛♣♣❛r❛ît t♦✉❥♦✉rs s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡
λx.(ǫx.t)[u1/y1] . . . [un/yn] ♦✉ (ǫx.t)[u1/y1] . . . [un/yn][u/x] ✭❛✈❡❝ y1, . . . , yn ❞✐st✐♥❝ts
❞❡ x✮✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ❧✐❡✉r ♣♦✉r x ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ ❝❡
s♦✉s✲t❡r♠❡ ✭♠♦❞✉❧♦ ❞✬❛✉tr❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮✳ ❈❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✐
❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ♣♦✉✈❛✐❡♥t êtr❡ ❡✛❛❝é❡s✳
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧❡r♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❡❝ ❞❡s λca✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❞ér✐✈és ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s✱ ❡t ❞❡ ❧❡✉rs ré❞✉✐ts q✉✐ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡s
♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✵ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✾
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ✐❧❧✉str❛t✐❢s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❡st ♣❧✉s ❢♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲♦❣✐q✉❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✸ ✭KI s❡ ré❞✉✐t
❡♥ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣✉r❡✮ ✿
KI = (λx.λy.ǫy.x)(λx.x)→ca (λy.ǫy.x)[λx.x/x]→
∗
ca λy.ǫy.λx.x.
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✸✾
P♦✉r ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✿
22 = (λf.λx.δg,hf .g(hx))2→ca (λx.δ
g,h
f .g(hx))[2/f ]→
∗
ca λx.2(2x).
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ✐❧ ❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❞❛♥s ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❢❛✐❜❧❡✮ ✿ ✐❧
❢❛✉t ❛tt❡♥❞r❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❧♦r❡ ❧❡ t❡r♠❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❡r✳ ❙✐ ♥♦✉s ❧✬❛♣♣❧✐q✉♦♥s
à ❞❡✉① t❡r♠❡s ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t ❝♦♥t✐♥✉❡r ❥✉sq✉✬❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❢♦rt❡✮ ✿
22II →∗ca 2(2I)I→
∗
ca (λx.δ
g,h
f .g(hx))[2I/f ]I
→ca (λx.δ
g,h
f .g(hx))[(λx.δ
g,h
f .g(hx))[I/f ]/f ]I
→∗ca (λx.δ
g,h
f .g(hx))[(λx.I(Ix))/f ]I
→∗ca (λx.(λx.I(Ix))((λx.I(Ix))x))I
→∗ca (λx.I(Ix))((λx.I(Ix))I)
→∗ca (λx.I(Ix))(I(II))
→∗ca (λx.I(Ix))I→
∗
ca I(II)→
∗
ca I.
❙✐ ♦♥ ét✉❞✐❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧ ❝❡t ❡①❡♠♣❧❡✱ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ▲❡
♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤❡♠✐♥ ✭❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✮ à ♣r❡♥❞r❡ ❞♦✐t t♦✉❥♦✉rs ♣♦✉ss❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s
à tr❛✈❡rs ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✱ ❡t ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡s ❝♦♣✐❡r✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ✐♠♣♦sé❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ♥❡ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ré❞✉✐r❡ λx.I (Ix)
❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ ❝♦♣✐❡r✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ♣❛rt❛❣❡r s♦♥ ❝❛❧❝✉❧✳ ❇✐❡♥ q✉❡ λca ❛✉t♦r✐s❡
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ st❛♥❞❛r❞ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭Pr♦✲
♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✹✹ ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✱ ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ❡♥t✐èr❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✳ P♦✉r
♣❛❧❧✐❡r ❝❡ ❞é❢❛✉t✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✸ ✳
❈♦♠♠❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ Y✱ q✉✐✱ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s
ré❞✉✐s✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ Y
❞❛♥s λca ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ré❞❡① ✭s♦✉❧✐❣♥é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ h ❞❛♥s ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ✿
λf.δg,hf .(λx.g (δ
x′,x′′
x .x
′x′′))(λx.h (δx
′,x′′
x .x
′x′′)).
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ YI ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ❝❛r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❢❡r♠é✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❥❛♠❛✐s ❜❡s♦✐♥ ❞✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡
♠ê♠❡ ♥♦♠ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣✉✐ss❡ ❛♣♣❛r❛îtr❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥ ❝♦✉rs ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✵ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ →ca✮
❙♦✐t t ✉♥ λca✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t t→ca u✱ ❛❧♦rs ✿
✶✳ ❢✈(t) = ❢✈(u) ❀
✷✳ u ❡st ❛✉ss✐ ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳
Pr❡✉✈❡✳
✶✳ ❙❡✉❧s ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s s♦♥t ❡✛❛❝és✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥✬❡st ❝réé❡ ♣❡♥❞❛♥t ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✳
✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
✷✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥→ca ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s
❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✷✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❝❛s ✿
❇❡t❛ ✿ (λx.t)u→ca t[u/x] s✐ ❢✈(u) = ∅✳
P❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ x ∈ ❢✈(t)✱ ❡t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t (❢✈(t)\{x})∩❢✈(u) = ∅ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❢✈(u) = ∅✳
❆✐♥s✐ t[u/x] ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳
❱❛r ✿ x[v/x]→ca v✳ ❚r✐✈✐❛❧✳
❆♣♣1 ✿ (t u)[v/x]→ca (t[v/x])u s✐ x ∈ ❢✈(t)✳
▲❡ t❡r♠❡ t[v/x] ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❝❛r x ∈ ❢✈(t) ❡t ❢✈(v) = ∅✳ P❛r ❤②♣♦t❤ès❡ ❢✈(t)∩ ❢✈(u) =
∅✱ ❞♦♥❝ (❢✈(t) \ {x}) ∩ ❢✈(u) = ∅ ❞✬♦ù (t[v/x])u ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳
❆♣♣2 ✿ (t u)[v/x]→ca t (u[v/x]) s✐ x ∈ ❢✈(u)✳
❙✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ❝❛s ❆♣♣1✳
▲❛♠ ✿ (λy.t)[v/x]→ca λy.t[v/x]✳
▲❡ t❡r♠❡ t[v/x] ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r x ∈ ❢✈(t) ❡t ❢✈(v) = ∅✳ ❖r✱ y ∈ ❢✈(t) ❞♦♥❝ λy.t[v/x]
❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳
❈♦♣②1 ✿ (δ
y,z
x .t)[v/x]→ca t[v/y][v/z]✳
▲❡ t❡r♠❡ t[v/y] ❡st ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r y ∈ ❢✈(t) ❡t ❢✈(v) = ∅✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ t[v/y][v/z]
❡st ❛✉ss✐ ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ z ∈ ❢✈(t[v/y])✳
❈♦♣②2 ✿ (δ
y,z
x′ .t)[v/x]→ca δ
y,z
x′ .t[v/x]✳
▲❡ t❡r♠❡ t[v/x] ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r ❧❡s ♠ê♠❡s r❛✐s♦♥s q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ δy,zx′ .t[v/x]
❡st ✈❛❧✐❞❡ ❝❛r y ❡t z ♥✬♦♥t ♣❛s été ❧✐és ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❊r❛s❡1 ✿ (ǫx.t)[v/x]→ca t✳ ❚r✐✈✐❛❧✳
❊r❛s❡2 ✿ (ǫx′ .t)[v/x]→ca ǫx′ .t[v/x]✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❧❡ t❡r♠❡ t[v/x] ❡st ✈❛❧✐❞❡✱ ❡t
❝♦♠♠❡ x′ 6∈ ❢✈(t[v/x])✱ ❧❡ t❡r♠❡ ǫx′ .t[v/x] ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧✐❞❡✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■■✳✸✳✶✶
Λca ⊂ Λc✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✵✱ ♣♦✐♥t ✷✱ t♦✉s ❧❡s λca✲t❡r♠❡s s♦♥t ❞❡s λc✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ λz.(λx.xy)[z/y] ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ✉♥ λca✲t❡r♠❡
✈❛❧✐❞❡ ✭❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ♦✉✈❡rt❡✮✳ 
❆✜♥ ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
σ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t ❡t ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ❡t q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s r❡st❡r
❜❧♦q✉é❡s✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❡✉t êtr❡ ❞ér✐✈é❡
❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧✬❡①❝❧✉s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s
rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts s✉✐✈❛♥ts ✿
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✹✶
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✷ ✭❉✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✮
❙♦✐t |t|x ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ t à ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x✱ q✉✐ ❡st
❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
|x|x = |ǫx.t|x = 1
|λy.t|x = |δ
y,z
x′ .t|x = |ǫy.t|x = 1 + |t|x
|tu|x = |t[u/y]|x = 1 + |t|x ✭s✐ x ∈ ❢✈(t)✮
|tu|x = |t[u/y]|x = 1 + |u|x ✭s✐ x ∈ ❢✈(u)✮
|δy,zx .t|x = 1 + |t|y + |t|z
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✸ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
■❧ ♥✬❡①✐st❡ ♣❛s ❞❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s λca ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ σ✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡
❝♦♥t❡♥❛♥t ✉♥ é❧é♠❡♥t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ w[s/x] ❞❡ t✱ q✉✐ ❡st |w|x✳ ❈❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s t♦✉✲
❥♦✉rs ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t ♦✉ ♥♦✉s ❧✬❡✛❛ç♦♥s✱ ❡t ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❡st str✐❝t❡♠❡♥t
ré❞✉✐t❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✹ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
❙✐ t =σ u ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s t❡❧ q✉❡ t→∗σ s ❡t u→
∗
σ s✳
Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞❛♥s σ✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✱
❡t ♣✉✐sq✉✬✐❧ t❡r♠✐♥❡✱ ✐❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ■✳✶✳✹✳ ❖♥ ♣❡✉t
❛✉ss✐ ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦♥t ❧✐♥é❛✐r❡s ❣❛✉❝❤❡✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❞✉✐r❡ ❧❛
❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ♦rt❤♦❣♦♥❛❧ ❬❑❧♦✽✵❪ ✭♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❝❡♣❡♥❞❛♥t ✉♥
rés✉❧t❛t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❢❛✉t ❛❧♦rs ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s t❡r♠❡s ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳ 
◆♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s
Λca✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡s ❥✉sq✉✬à
❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛♥t t♦✉❥♦✉rs q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞ér✐✈és ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡❝✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❢❡r♠é❡s✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✺
❙✐ v ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs t[v/x] ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❛♥s λca✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳ P✉✐sq✉❡ t[v/x] ❡st ✉♥ λca✲t❡r♠❡✱ x ∈ ❢✈(t)✱ ❞♦♥❝
t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ⋆✳ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❝♦♣✐❡✱ ❛❧♦rs
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙✐ t = u[w/y] ❛❧♦rs x ∈ ❢✈(u) ✭x ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s w ❝❛rs ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ q✉✐ ❛ ❝réé ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛✈♦✐r été
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ♦✉✈❡rt✮✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r
u[w/y]✳ 
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♥❡ r❡st❡♥t ♣❛s ❜❧♦q✉é❡s ✿
✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✻ ✭❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡s✮
❚♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ Λca ❛ ✉♥❡ σ✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r ✭s❛♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳
Pr❡✉✈❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ λca s♦♥t ❢❡r♠é❡s ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✺
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ s♦✉s✲t❡r♠❡ t[v/x] ♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t✱ ❡t ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✸ ❝❡
♣r♦❝❡ss✉s t❡r♠✐♥❡✱ ♥♦✉s ❛tt❡✐♥❞r♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ s❛♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ 
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉✬✐❧ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❝❧♦s❡s✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✼ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
❉❛♥s Λca✱ ♣♦✉r t♦✉s t❡r♠❡s t, u, v✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
t[u/x][v/y] =σ t[v/y][u/x].
Pr❡✉✈❡✳ ▼♦r❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡ ❧❡♠♠❡ ❡st tr✐✈✐❛❧ ✿ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣♦✉ss❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❥✉sq✉✬❛✉
❜♦✉t ✭❝❡ q✉✐ ❡st r❡♥❞✉ ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✻✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ s✉♣♣♦s❡ q✉❡
♥♦tr❡ s②stè♠❡ ✐♠♣❧❛♥t❡ ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s
❞♦♥♥❡r é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣r❡✉✈❡ ♣❧✉s s②♥t❛①✐q✉❡✳
❙♦✐t N(t, x, y) ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ t ❛✛❡❝té❡s ♣❛r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s [u/x]
❡t [v/y] ✭❝♦♠♠❡ u ❡t v s♦♥t ❝❧♦s✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♥✬✐♥tr♦❞✉✐s❡♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳
◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r (N(t, x, y), t) ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬♦r❞r❡ (>N, ⊲)❧❡① ♦ù >N ❡st ❧✬♦r❞r❡
✉s✉❡❧ s✉r ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ⊲ ❞é♥♦t❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉♣❡r✲t❡r♠❡✱ ❡t ❧❡① ✐♥❞✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❧❡①✐❝♦❣r❛♣❤✐q✉❡✳ ❙❛♥s ♣❡rt❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t ❡st ✉♥❡ σ✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭✈♦✐r
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✻✮✱ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦ss✐❜❧❡s ♣♦✉r t✳
✕ t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ⋆ ♣✉✐sq✉❡ x, y ∈ ❢✈(t) ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ λca✳
✕ ❙✐ t = λz.s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été t✐❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✕ ❙✐ t = sw✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿ s✐ x, y ∈ ❢✈(s) ♦✉ x, y ∈ ❢✈(w)✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t
♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐♥♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s x ∈ ❢✈(s) ❡t y ∈ ❢✈(w) ✭❧❡ ❝❛s s②♠étr✐q✉❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡✮✳
❆❧♦rs t[u/x][v/y]→∗ca (s[u/x])(w[v/y]) ❡t t[v/y][u/x]→
∗
ca (s[u/x])(w[v/y])✳
✕ ❙✐ t = ǫz.s✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ t = ǫx.s ✭❧❡ ❝❛s t = ǫy.s ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✮✱
❛❧♦rs t[u/x][v/y]→ca s[v/y] ❡t t[v/y][u/x]→ca (ǫx.s[v/y])[u/x]→ca s[v/y]✳
✕ ❙✐ t = δz
′,z′′
z .s✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ t = δ
x′,x′′
x .s ❛❧♦rs t[u/x][v/y] →ca
s[u/x′][u/x′′][v/y]✱ ❡t t[v/y][u/x] →ca (δ
x′,x′′
x .s[v/y])[u/x] →ca s[v/y][u/x′][u/x′′]✳ ❙♦✐t
s[u/x′] →∗σ t
′ ❡♥ σ✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ P✉✐sq✉❡ N(t′, x′′, y) < N(t, x, y)✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥
t′[u/x′′][v/y] =σ t
′[v/y][u/x′′]✳ ❉✬♦ù s[u/x′][u/x′′][v/y] =σ s[u/x′][v/y][u/x′′]✳ ❊♥❝♦r❡ ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ s[u/x′][v/y] =σ s[v/y][u/x′]✳ ❉✬♦ù s[u/x′][u/x′′][v/y] =σ s[v/y][u/x′][u/x′′]✳
◆♦✉s ❡♥ ❞é❞✉✐s♦♥s t[u/x][v/y] =σ t[v/y][u/x]✳ ▲❡ ❝❛s t = δ
y′,y′′
y .s ❡st ❛♥❛❧♦❣✉❡✳
✕ ▲❡ ❝❛s t = s[w/z] ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡ t ❡st ✉♥❡ σ✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
✭✈♦✐r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✻✮✳

▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❢❛❝✐❧❡ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✹✸
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✽ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮
❙♦✐t t ∈ Λca✳ ❙✐ t→ca u ❡t t→ca v✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ s ∈ Λca t❡❧ q✉❡ u→∗ca s ❡t v →
∗
ca s✳
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ s❡✉❧❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❛ s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❇❡t❛ ❡t ❆♣♣1 ✭❧❡s
❛✉tr❡s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ s♦♥t é❧✐♠✐♥é❡s ❣râ❝❡ ❛✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❣❛r❞❡ ❞❡s
rè❣❧❡s✮✳ ❙✐ y ∈ ❢✈(λx.t)✱ ❡t ❢✈(u) = ❢✈(v) = ∅ ❛❧♦rs ✿
((λx.t)u)[v/y] ✲ ((λx.t)[v/y])u ✲ (λx.t[v/y])u
t[u/x][v/y]
❄
=σ t[v/y][u/x]
❄
▲❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✼ ❡t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✹ ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ♣❡✉t êtr❡ ❥♦✐♥t❡
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ σ✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ s✐ y ∈ ❢✈(u) ❛❧♦rs ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❞✐s♣❛r❛ît✱ ❝❛r
❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❜❧♦q✉é❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✐t ❡✛❡❝t✉é❡✳ 
❇✐❡♥ q✉❡ λca ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ✉t✐❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉rs✉✐✈r♦♥s ♣❛s s♦♥ ét✉❞❡ ❝❛r ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r ✉♥❡
✈❡rs✐♦♥ ❛♠é❧✐♦ré❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❝❡s ♣r♦♣r✐étés s❡r♦♥t
♣r♦✉✈é❡s✳
■■✳✸✳✸ ❋♦♥❝t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s ✿ λcf
▲❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❞❡ λca r❡str❡✐♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✾✳
P♦✉r é✈✐t❡r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✐❧ s✉✣t ❞✬✐♠♣♦s❡r q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦✐❡♥t ❢❡r♠é❡s ❞❛♥s ❧❡s
rè❣❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ✉♥ ❧✐❡✉r✳ ❈✬❡st ❧✬✐❞é❡ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡ ❛✉ s②stè♠❡ λcf ✱ q✉✐ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❛❧t❡r♥❛t✐❢ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s λc✲t❡r♠❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣ ✭q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥
❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮ ♥❡ s❡r❛ ♣❧✉s ❞ér✐✈é❡✱ ♠❛✐s s❡r❛ ❛❥♦✉té❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❝♦♥trô❧é❡ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❛
♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡✱ ❞✬❛♣rès ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✷✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣ ❛✈❡❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❧✐♥é❛✐r❡
s❡ ❞✐✈✐s❡ ❡♥ ❞❡✉① rè❣❧❡s ✿
t[u/x][v/y] → t[u[v/y]/x] (y ∈ ❢✈(u))
t[u/x][v/y] → t[v/y][u/x] (y ∈ ❢✈(t)).
P♦✉r λca✱ ❛✉❝✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① rè❣❧❡s ♥✬ét❛✐t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈✐♦♥s ❞ér✐✈❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥
❞✬✐♥t❡r✲❝♦♥✈❡rt✐❜✐❧✐té ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s❡❝♦♥❞❡✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t❡r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡
♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❛✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r ✈❡rs ❧✬❛❝❝♦♠♣❧✐ss❡♠❡♥t✳ ❈❡tt❡
rè❣❧❡ ❧❛✐ss❡ ♥é❛♥♠♦✐♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❧✐❜❡rté s✉r ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s✱ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ét♦♥♥❛♥t❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡♥ ❛❜❛♥❞♦♥♥❛♥t λca✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❞û à ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❇❡t❛✴▲❛♠✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ ((λx.t)u)[v/y]✱ ♦ù y ∈ ❢✈(t)✱ ❢✈(u) 6= ∅✱ ❡t ❢✈(v) = ∅✳
((λx.t)u)[v/y] ✲ ((λx.t)[v/y])u ✲ (λx.t[v/y])u
t[u/x][v/y]
❄
?
←→ t[v/y][u/x]
❄
✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
P✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❧✐♠✐♥é ✉♥ ❞❡s ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s
♣❛s ❢❡r♠❡r ❝❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✭❧❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✼ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♦✉✈❡rt❡✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡♥ ❛✉t♦r✐s❛♥t ❧❛ ❇❡t❛✲
ré❞✉❝t✐♦♥ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❢❡r♠é❡ ✿
(λx.t)u → t[u/x] s✐ ❢✈(λx.t) = ∅
❝❡ q✉✐ rés♦✉t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ é❧✐♠✐♥❛♥t ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳ ❉❛♥s
❞✬❛✉tr❡s tr❛✈❛✉① s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ✐❧ ❡st ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
❞r♦✐t❡ q✉✐ ❡st é❧✐♠✐♥é❡✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬▼✉ñ✾✻❪✳
P❛rt❛♥t ❞❡ ❝❡s ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❜❛sé s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡
❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡s✱ λcf ✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✾ ✭λcf✲❝❛❧❝✉❧✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λcf ❞❡s λcf✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s ❝♦♥t✐❡♥t t♦✉s ❧❡s λc✲t❡r♠❡s q✉✐ s♦♥t ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❡✉rs ré❞✉✐ts ♣❛r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ →cf ♣r♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❧❡
s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✹✳ ❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s σ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡
rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❡①❝❡♣té❡ ❇❡t❛✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱
♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s →∗cf ♣♦✉r ❧❛ ❝❧ôt✉r❡ ré✢❡①✐✈❡ tr❛♥s✐t✐✈❡ ❞❡ →cf ✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ❝♦♥t❡①t❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❞❛♥s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❡t s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳
❚❛❜✳ ■■✳✹ ✕ λcf ✲ré❞✉❝t✐♦♥
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
❇❡t❛ (λx.t)u →cf t[u/x] ❢✈(λx.t) = ∅
❱❛r x[v/x] →cf v
❆♣♣1 (t u)[v/x] →cf (t[v/x])u x ∈ ❢✈(t)
❆♣♣2 (t u)[v/x] →cf t (u[v/x]) x ∈ ❢✈(u)
▲❛♠ (λy.t)[v/x] →cf λy.t[v/x] ❢✈(v) = ∅
❈♦♣②1 (δ
y,z
x .t)[v/x] →cf t[v/y][v/z] ❢✈(v) = ∅
❈♦♣②2 (δ
y,z
x′ .t)[v/x] →cf δ
y,z
x′ .t[v/x]
❊r❛s❡1 (ǫx.t)[v/x] →cf t ❢✈(v) = ∅
❊r❛s❡2 (ǫx′ .t)[v/x] →cf ǫx′ .t[v/x]
❈♦♠♣ t[w/y][v/x] →cf t[w[v/x]/y] x ∈ ❢✈(w)
❘❡♠❛rq✉❡ ■■✳✸✳✷✵
■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛♥t❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❊r❛s❡2 ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❣❛r❞❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r✱ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✷✱ q✉❡ s✐ (ǫx′ .t)[v/x] ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❛❧♦rs ǫx′ .t[v/x]
❧✬❡st ❛✉ss✐✱ ❝❛r x′ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s v✳ ❉❡ ♠ê♠❡✱ ❞❛♥s ❈♦♣②2✱ x′ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s v✱ ❡t y, z s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✹✺
✕ ▲❡s rè❣❧❡s ❆♣♣1✱ ❆♣♣2 ❡t ❈♦♠♣ ♣❡✉✈❡♥t é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❢❡r♠é❡s✳ ❈❡❝✐ ❞♦♥♥❡ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❧✉s ❞✐r✐❣é❡✱ ♠❛✐s ❡♥ ❝♦♠♣❡♥s❛t✐♦♥✱ ❝❡❧❛ ♣r✐✈✐❧é❣✐❡ ❧❡
❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❡ ♣❧✉s ❝♦✉rt✱ ❡t é✈✐t❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ❞✉ s②stè♠❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❛✉t♦r✐s❡r ❝❡s rè❣❧❡s ❛✈❡❝ ❞❡s t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts ♣✉✐sq✉❡ ❝❡
❝❛❧❝✉❧ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♠✐♥✐♠❛❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡s✳ ◆♦✉s r❡✈✐❡♥❞r♦♥s s✉r ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳
✕ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ t[x/x] → t✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♥❡ ♣❛s ❧❡s ✐♥❝❧✉r❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❞❡ ❜❛s❡✳
❈❡❧❧❡✲❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à t[✐❞]→ t ❞❛♥s ❞✬❛✉tr❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳
P✉✐sq✉❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ q✉❡ ❞❛♥s λca✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♠ê♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Λcf ❞❡s t❡r♠❡s
✈❛❧✐❞❡s ❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❞✐✛ér❡♥t ❞❡ Λca ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡ t❡r♠❡ λz.(λx.x y)[z/y] ❡st ❞❛♥s Λcf
♠❛✐s ♣❛s ❞❛♥s Λca✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s②♥t❛①✐q✉❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❡✛❛❝❡♠❡♥ts ❞❡ Λca
s✉❜s✐st❡ ❞❛♥s Λcf ✭❝❛r ♦♥ ♥✬❡✛❛❝❡ t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡✮ ✿
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✶
❚♦✉t s♦✉s✲t❡r♠❡ ǫx.t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ Λcf ❛♣♣❛r❛ît s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ λx.(ǫx.t)[u1/y1] . . . [un/yn]
♦✉ (ǫx.t)[u1/y1] . . . [un/yn][u/x]✱ ❛✈❡❝ y1, . . . , yn ❞✐st✐♥❝ts ❞❡ x ❡t u1, . . . , un ❝❧♦s✳
Pr❡✉✈❡✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♣❛rt❛♥t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♣✐❧é ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞❡ ✈❛❧✐❞✐té✮✳ 
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✷✷
▲❡ t❡r♠❡ λx.λy.(x z)[y/z] ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ λcf ✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❞♦✐t ❛✈♦✐r été
❛♣♣❧✐q✉é❡ q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ λz.(x z) ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❢❡r♠é❡ ✭❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✈❛❧✐❞❡✮✳
❊♥ ♦✉tr❡✱ ♥♦t♦♥s q✉❡ λx.λy.ǫx.y ♥✬❡st ♣❛s ✈❛❧✐❞❡✱ ♣✉✐sq✉✬✐❧ ♥❡ ♣r♦✈✐❡♥t ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭ǫx ♥✬❡st ♣❛s à ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣❧❛❝❡✮ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ λcf ♥❡ ♣❡✉t ❧❡ ♣r♦❞✉✐r❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ λcf ✳
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✷✸
❈♦♥s✐❞ér♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✻✳ ▲❡ t❡r♠❡ KI s❡ ré❞✉✐t t♦✉❥♦✉rs ❡♥
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣✉r❡ ✿
KI = (λx.λy.ǫy.x)(λx.x)→cf (λy.ǫy.x)[λx.x/x]→
∗
cf λy.ǫy.λx.x.
❇✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ λca✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ 22 ♥✬❛tt❡✐♥t ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳
22 = (λfx.δg,hf .g(hx))2
→cf (λx.δ
g,h
f .g(hx))[2/f ]
→∗cf λx.2(2x)
→cf λx.(λx.δ
g,h
f .g(hx))[2x/f ]
→cf λx.(λx.δ
g,h
f .g(hx))[(λx.δ
g,h
f .g(hx))[x/f ]/f ].
P♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❝❡❝✐ à ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ à I ✭♥♦✉s
✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
❛✈✐♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ❛r❣✉♠❡♥ts ❞❛♥s λca✱ ✈♦✐r ❧✬❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✸✳✾✮✳
22I →∗cf ((λx.δ
g,h
f .g(hx))[(λx.δ
g,h
f .g(hx))[x/f ]/f ])[I/x]
→∗cf (λx.δ
g,h
f .g(hx))[(λx.δ
g,h
f .g(hx))[I/f ]/f ]
→∗cf (λx.δ
g,h
f .g(hx))[(λx.I(Ix))/f ]
→∗cf (λx.δ
g,h
f .g(hx))[I/f ]
→∗cf (λx.I(Ix))
→∗cf λx.x.
■❝✐ ❛✉ss✐✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ Y✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ré❞✉✐s✐♦♥s s♦✉s ❧❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ s❡✉❧ ré❞❡① ✭s♦✉❧✐❣♥é✮ ❛ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ g ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✿
λf.δg,hf .(λx.g(δ
x′,x′′
x .x
′x′′))(λx.h(δx
′,x′′
x .x
′x′′)).
▲❡ t❡r♠❡ YI ♣r♦❞✉✐t ✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ✿ YI→∗cf I(YI)→
∗
cf YI→
∗
cf · · ·
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✹ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ →cf✮
❙♦✐t t ✉♥ λcf ✲t❡r♠❡✱ ❡t t→cf u✱ ❛❧♦rs ✿
✶✳ ❢✈(t) = ❢✈(u)✳
✷✳ u ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t →cf ♣rés❡r✈❡ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡
❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✷✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s✉✐✈❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ♣♦✉r λca✱ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✵✳ 
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■■✳✸✳✷✺
Λcf ⊂ Λc✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✹✱ P♦✐♥t ✷✱ t♦✉s ❧❡s λcf ✲t❡r♠❡s s♦♥t ❞❡s λc✲t❡r♠❡s ✈❛❧✐❞❡s✳
▲✬✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❡st str✐❝t❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ λx.λy.(x z)[y/z] ❡st ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✱ ♠❛✐s ♣❛s ✉♥ λcf ✲
t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡✳ 
❉❛♥s ❧❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❞❛♥s Λcf ✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♠ê♠❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♥✲
t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉❡ ♣♦✉r λca ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✻ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ séq✉❡♥❝❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s λcf ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ σ✳
❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡ ❞✉ s②stè♠❡ ❡st q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s ♥❡ r❡st❡♥t
♣❛s ❜❧♦q✉é❡s✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✼
❙✐ v ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs t[v/x] ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❛♥s λcf ✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳ P✉✐sq✉❡ t[v/x] ❡st ✉♥ λcf ✲t❡r♠❡✱ x ∈ ❢✈(t)✱ ❞♦♥❝
t ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ⋆✳ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ❝♦♣✐❡✱ ❛❧♦rs
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✹✼
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ❙✐ t = u[w/y] ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs ❞❡✉①
❝❛s ✿
✶✳ ❙✐ x ∈ ❢✈(w) ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣✳
✷✳ ❙✐ x ∈ ❢✈(u) ❛❧♦rs w ❞♦✐t êtr❡ ❝❧♦s✱ s✐♥♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ♥✬❛ ♣❛s ♣✉ êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ♣♦✉r
❝ré❡r [v/x]✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r u[w/y]✳

P♦✉r λcf ✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ✉♥ rés✉❧t❛t ❛♥❛❧♦❣✉❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✶✻ ♣♦✉r λca ✭t♦✉s
❧❡s t❡r♠❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ré❞✉✐ts ❡♥ t❡r♠❡s ♣✉rs ❞❛♥s λcf✮✳ ◆♦✉s r❡❣❛r❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t
❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st
❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✮✳ ❆ ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❞❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱
λcf ❡t λca ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ λυ ❬▲❘❉✾✺❪ ❀
♥♦✉s ❧❛ ❞♦♥♥♦♥s ♣♦✉r λcf ♠❛✐s ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ à λca✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s
t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ré❞❡① ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ♣♦ss✐❜❧❡ ♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ ♥♦♥✲t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r
→❇❡t❛,p ✉♥❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✽ ✭❉ér✐✈❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮
❯♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ λcf
t1 →❇❡t❛,p1 t
′
1 →
∗
σ · · · ti →❇❡t❛,pi t
′
i →
∗
σ . . .
❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
t1 →❇❡t❛,p1 t
′
1 →
∗
σ · · · ti →❇❡t❛,q u→
∗
σ · · ·
♥♦✉s ❛✈♦♥s pi 6≤♣r❡❢ q✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q 6= pip′ ♣♦✉r t♦✉t p′✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ ♦✉ ❜✐❡♥ pi ❡t q s♦♥t
❞✐s❥♦✐♥ts ♦✉ ❜✐❡♥ q ❡t ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ pi✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❇❡t❛✲ré❞❡① q✉❡ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❡st
❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❜❛s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ (λx.t)u ❡st ✉♥ ❇❡t❛✲ré❞❡① ❞❛♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱
❛❧♦rs t ❡t u s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✾
✶✳ ❙✐ t→∗σ t
′✱ ❛❧♦rs t∗ = t′∗✳
✷✳ ❙✐ t →❇❡t❛ t′ ❡st ✉♥ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ❧❛
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs t∗ →+β t
′∗✳
Pr❡✉✈❡✳
✶✳ ❘❛♣✐❞❡ ✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
✷✳ ▲❡ t❡r♠❡ t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❇❡t❛✲ré❞❡①✱ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té ♣♦✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❛s✲
s✉r❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞é❝♦♠♣✐❧é t∗ ❝❡ ré❞❡① ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❛❝é ✭♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡
❝♦♣✐é✮✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ s✉♣♣♦s♦♥s ❧❡ ❝♦♥tr❛✐r❡✳ ❉✬❛♣rès ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✹ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✶✱
✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (ǫx.t)[u1/y1] . . . [un/yn][r/x] ♦ù r ❝♦♥t✐❡♥t ❧❡ ❇❡t❛✲
ré❞❡① ❞❡ ❝❡ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳ P❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❊r❛s❡1 ♥❡ s❡r❛ ❥❛♠❛✐s ❛♣♣❧✐q✉é❡ s✉r
❝❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ✭s✐♥♦♥✱ ✐❧ ♥✬❛✉r❛✐t ♣❛s ❢❛❧❧✉ ré❞✉✐r❡ r✮✳ ❖r✱ ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r x ♣r♦✲
✈✐❡♥t ❞✬✉♥❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛♥tér✐❡✉r❡✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞✬❡①tr❛✐r❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
✐♥✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❝❡tt❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❛ ♣❛s ❡✉ ❧✐❡✉ ✿ ❧❡s ét❛♣❡s ✐♥t❡r♥❡s ♦✉ ✐♥❞é✲
♣❡♥❞❛♥t❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❀ ❧❡s s❡✉❧❡s ét❛♣❡s à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ s♦♥t ❢♦r❝é♠❡♥t
❞❡s ❈♦♠♣ ❡t s♦♥t r❡♠♣❧❛❝é❡s ♣❛r ❞❡s ❆♣♣2✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥ t∗ →+β t
′∗✳

❘❡♠❛rq✉❡ ■■✳✸✳✸✵
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❞é♣❡♥❞ ❢♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ♣✉✐ss❡ ✐❞❡♥t✐✜❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬❛❜str❛❝✲
t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ✿ ❝✬❡st tr✐✈✐❛❧ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ✐ss✉ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❡t
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ❜♦✉❧❡✈❡rs❡♥t ♣❛s ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬♦♥ ♥✬❡✛❛❝❡
♣❛s ❞❡ t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈❡r♦♥s ✉♥ rés✉❧t❛t ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❢♦rt❡ q✉✐ ♥♦✉s s❡r✈✐r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s λcf ✲t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✳✶✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✶
❙✐ t∗ ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s à ♣❛rt✐r ❞❡ t ❞❛♥s
λcf ✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s
t→∗σ t1 →❇❡t❛ t2 →
∗
σ t3 →❇❡t❛ t4 · · ·
P✉✐sq✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡♥t✱ ❝❤❛q✉❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✐♥✜♥✐ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡t❛✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✾✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r
t∗ ✭❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥✮ ✿
t∗ = t∗1 →
+
β t
∗
2 = t
∗
3 →
+
β t
∗
4 · · ·

Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✷ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✮
❙✐ t ❡st ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ s ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐✲
s❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✶ ♣✉✐sq✉❡ t∗ = s ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✺✳

◆♦✉s t♦✉r♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦tr❡ ❛tt❡♥t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✸ ❞❡ λcf ✳ ■❧ ❡st
❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✳
✸P✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❜❛s❡✱ ❝✬❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡
❞❡ ❜❛s❡ ✭❣r♦✉♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✮✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✹✾
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✸ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮
❙✐ t→cf u ❡t t→cf v ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ s t❡❧ q✉❡ u→∗cf s ❡t v →
∗
cf s✳
Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡
❞❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✳ ■❧ ② ❛ s❡♣t ♣❛✐r❡s ❝r✐✲
t✐q✉❡s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ q✉✐ ❝♦♥✈❡r❣❡♥t ❝♦♠♠❡ ♠♦♥tré ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ❖♥ é❧✐♠✐♥❡ t♦✉t❡s ❧❡s ❛✉tr❡s
s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳
✶✳ ((λy.t)u)[v/x] ♦ù ❢✈(λy.t) = ∅ ❡t x ∈ ❢✈(u) ✿
((λy.t)u)[v/x]
t[u/y][v/x]
✛
(λy.t)(u[v/x])
✲
t[u[v/x]/y]
❄
= t[u[v/x]/y]
❄
❆ ♥♦t❡r q✉❡ s✐ x ∈ ❢✈(t)✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡st é❧✐♠✐♥é❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥
❡st ❜❧♦q✉é❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✐t ❡✛❡❝t✉é❡✳
✷✳ y[w/y][v/x] ♦ù x ∈ ❢✈(w) ✿
y[w/y][v/x] ✲ y[w[v/x]/y]
w[v/x]
❄
= w[v/x]
❄
✸✳ (t u)[w/y][v/x] ♦ù y ∈ ❢✈(t) ❡t x ∈ ❢✈(w) ✿
(t u)[w/y][v/x]
((t[w/y])u)[v/x]
✛
(t u)[w[v/x]/y]
✲
(t[w/y][v/x])u
❄
(t[w[v/x]/y])u
❄
= (t[w[v/x]/y])u
❄
✹✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù y ∈ ❢✈(u) ❡st ♣r❡sq✉❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡ ❛✉ ❝❛s ♣ré❝é❞❡♥t✳
✺✳ (ǫx′ .t)[w/y][v/x] ♦ù x ∈ ❢✈(w) ✿ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
✻✳ (δz
′,z′′
z .t)[w/y][v/x] ♦ù x ∈ ❢✈(w) ✿ à ♥♦✉✈❡❛✉ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉① ❝❛s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❡✛❛❝❡♠❡♥t
❝✐✲❞❡ss✉s✳
✼✳ t[w/y][v/x][u/z] ♦ù z ∈ ❢✈(v) ❡t x ∈ ❢✈(w) ✿
t[w/y][v/x][u/z]
t[w[v/x]/y][u/z]
✛
t[w/y][v[u/z]/x]
✲
t[w[v/x][u/z]/y]
❄
✲ t[w[v[u/z]/x]/y]
❄

❘❡♠❛rq✉❡ ■■✳✸✳✸✹
❙✐ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ λcf ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡
♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ q✉✐ ❛ ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ❛♥❛❧②sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭❧❛ ♣r❡♠✐èr❡✮✱ ❡t ❞❛♥s
❝❡ ❝❛s ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ✭♠❛✐s
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡ ♠♦✐♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✮✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■■✳✸✳✸✺ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
❙✐ t =σ u ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ s t❡❧ q✉❡ t→∗σ s ❡t u→
∗
σ s✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ■✳✶✳✹✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡♥t ♣❛r ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✻✳ 
●râ❝❡ ❛✉ ❧❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é❞✉✐r❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧❡s λcf ✲
t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s❛♥s s✉♣♣♦s❡r ❧❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✳ P♦✉r ❝❡❝✐ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡t❛ ❡t ❞❡s σ✲ré❞✉❝t✐♦♥s✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✸✻ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡ ❇❡t❛ ❡t σ ❞❛♥s λcf✮
❙✐ b ∗❇❡t❛ ← s→
∗
σ a ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c t❡❧ q✉❡ b→
∗
σ c
∗
❇❡t❛ ← a✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡⇒✱ q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❡♥ ✉♥❡ ét❛♣❡
❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿
✶✳ t⇒ t✱
✷✳ (λx.t)u⇒ t′[u′/x] s✐ ❢✈(λx.t) = ∅✱ t⇒ t′ ❡t u⇒ u′✱
✸✳ λx.t⇒ λx.t′ s✐ t⇒ t′✱
✹✳ t u⇒ t′ u′ s✐ t⇒ t′ ❡t u⇒ u′✱
✺✳ t[v/x]⇒ t′[v′/x] s✐ t⇒ t′ ❡t v ⇒ v′✱
✻✳ δy,zx .t⇒ δ
y,z
x .t′ s✐ t⇒ t′✱
✼✳ ǫx.t⇒ ǫx.t′ s✐ t⇒ t′✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✺✶
◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡⇒∗ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝→∗❇❡t❛ ✿ ❡♥ ❡✛❡t✱→❇❡t❛ ⊆ ⇒ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❡t⇒ ⊆→
∗
❇❡t❛
♣❛r ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ s✐ b ⇐ s →σ a ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ c
t❡❧ q✉❡ b →σ c ⇐ a✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❡r♠❡r ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ b ∗❇❡t❛ ← s →
∗
σ a ✭❝❡ q✉✐ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t à b ∗⇐ s→∗σ a✮✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s⇒
∗ b✳
◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s⇒ b✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts ✿
✶✳ s = b✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s c = a✳
✷✳ s = (λx.t)u⇒ b = t′[u′/x]✱ ❢✈(λx.t) = ∅✱ t⇒ t′ ❡t u⇒ u′✳ P✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ σ ♥❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ s✱ ❛❧♦rs s♦✐t t→σ t′′ ✭❡t ❢✈(λx.t′′) = ∅ ♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✹✮✱
s♦✐t u→σ u′′✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❝❛s✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′′′ t❡❧ q✉❡ t′ →σ t′′′
❡t t′′ ⇒ t′′′✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ c = t′′′[u′/x]✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
✐❧ ❡①✐st❡ u′′′ t❡❧ q✉❡ u′ →σ u′′′ ❡t u′′ ⇒ u′′′✱ ❞✬♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ c = t′[u′′′/x]✳
✸✳ ❉❛♥s ❧❡s ❝❛s s = λx.t ⇒ b = λx.t′ ♦ù t ⇒ t′✱ s = tu ⇒ b = t′u′ ♦ù t ⇒ t′ ❡t u ⇒ u′✱
s = δy,zx .t ⇒ b = δ
y,z
x .t′ ♦ù t ⇒ t′✱ ❡t s = ǫx.t ⇒ b = ǫx.t′ ♦ù t ⇒ t′✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐t
❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✹✳ s = t[v/x]⇒ b = t′[v′/x]✱ t⇒ t′ ❡t v ⇒ v′✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥
❞❡ ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ σ✲ré❞✉❝t✐♦♥ s→σ a✳
✕ ❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ s ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été t✐❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✕ ❙✐ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ l→ r ❞❛♥s σ
t❡❧❧❡ q✉❡ s = lθ ❡t a = rθ✳
✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s ❇❡t❛✲ré❞❡① ❝♦♥tr❛❝tés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s⇒ b s♦♥t s♦✉s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ l ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s θ✮ ❛❧♦rs ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ✐❞❡♥t✐✜é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥
✉♥✐q✉❡ ✭❝❛r l ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ′
t❡❧❧❡ q✉❡ θ ⇒ θ′ ❡t q✉❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❡ ✿ s = lθ →σ rθ = a ⇒ rθ′ = c ❡t
s = lθ ⇒ lθ′ = b→σ rθ′ = c✳
✕ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ t ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡
❡♥tr❡ ❧❛ σ✲rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ s ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡
❞❡ t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ σ✲rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞♦✐t êtr❡ App2 ✭❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ App1
à ❝❛✉s❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✿ s = ((λy.w)u)[v/x] →❆♣♣2 (λy.w)(u[v/x]) = a ⇒ w
′[u′[v′/x]/y] = c ❡t
s = ((λy.w)u)[v/x]⇒ b = w′[u′/y][v′/x]→❈♦♠♣ w′[u′[v′/x]/y] = c✳
❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✼ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮
❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ Λcf ✳ ❙✐ t →∗cf u ❡t t →
∗
cf v✱ ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs ✉♥ t❡r♠❡ s t❡❧ q✉❡ u →
∗
cf s ❡t
v →∗cf s✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❥à ♠♦♥tré ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡s σ✲rè❣❧❡s ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■■✳✸✳✸✺✮ ❡t ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡
❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ s❡✉❧❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳ ◆♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Λcf à ♣❛rt✐r ❞✉
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✸✻ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞❧❡②✲❘♦s❡♥ ■✳✶✳✼✳ 
✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
■■✳✸✳✹ ❘❡❧❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ✭λca ❡t λcf✮ ❡st ✉♥❡ t❤é♦r✐❡ str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ q✉❡ ❝❡❧❧❡ ✐♥❞✉✐t❡
♣❛r ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ✿ t♦✉s ❧❡s β✲ré❞❡① ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ré❞✉✐ts✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❧❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t ♥❡ ♣❛s s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ♣r♦✉✈❡r
q✉✬❡❧❧❡ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❛ss❡③ ♣✉✐ss❛♥t❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s
♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❝❡ q✉✐ ❞é♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ♣❡r❞✉ ❡♥ ❡①♣r❡ss✐✈✐té ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s
❝♦♥tr❛✐♥t❡s sé✈èr❡s s✉r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❞✉ ♠♦✐♥s ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s✳
◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠✉❧❡r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱
❞❛♥s λca ❡t λcf ✭♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉r λcf✮✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t s❡r❛ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ét❛❜❧✐r ❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡
λ✲❝❛❧❝✉❧✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✸✽ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
❙♦✐❡♥t t ❡t w ❞❡s λ✲t❡r♠❡s t❡❧s q✉❡ ❢✈(t) = {x1, . . . , xn}✱ n ≥ 1✱ ❡t ❢✈(w) = ∅✱ ❛❧♦rs
([x1] . . . [xn]〈t〉)[〈w〉/x1]→∗cf [x2] . . . [xn]〈t{x1 := w}〉✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸ ✭P❛rt✐❡ ✶✮✱ ❢✈(JwK) = ∅✱ ❡t x1 ∈ ❢✈([x1] . . . [xn]〈t〉)✳ ◆♦✉s
♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t✳
t = x✳ ([x]〈x〉)[〈w〉/x] = x[〈w〉/x]→cf 〈w〉 = 〈x{x := w}〉✳
t = λy.u✱ y ∈ ❢✈(u)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ x ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t✳
([x]〈λy.u〉)[〈w〉/x] = ([x](λy.[y]〈u〉))[〈w〉/x]
= (λy.[x][y]〈u〉)[〈w〉/x]
→cf λy.([x][y]〈u〉)[〈w〉/x]
= λy.[y]〈u{x := w}〉 ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥✮
= 〈λy.u{x := w}〉
= 〈(λy.u){x := w}〉.
t = λy.u✱ y 6∈ ❢✈(u)✳ ❙✉✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛✈❡❝ 〈λy.u〉 = λy.ǫy.〈u〉✳
t = u v✱ x ∈ ❢✈(u)✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r s✐♠♣❧✐✜❡r q✉❡ x ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ t✳
([x]〈u v〉)[〈w〉/x] = ([x](〈u〉〈v〉))[〈w〉/x]
= (([x]〈u〉)〈v〉)[〈w〉/x]
→cf (([x]〈u〉)[〈w〉/x])〈v〉
= 〈u{x := w}〉〈v〉 ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥✮
= 〈(u{x := w}) v〉
= 〈(u v){x := w}〉.
t = u v✱ x ∈ ❢✈(v)✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✺✸
t = u v✱ x ∈ ❢✈(u) ∧ x ∈ ❢✈(v)✳
([x]〈u v〉)[〈w〉/x] = ([x](〈u〉〈v〉))[〈w〉/x]
= (δx
′,x′′
x .([x′](〈u〉{x := x′}))([x′′]〈v〉{x := x′′}))[〈w〉/x]
→cf (([x
′]〈u〉{x := x′})[〈w〉/x′])(([x′′]〈v〉{x := x′′})[〈w〉/x′′])
= 〈u{x := x′}{x′ := w}〉〈v{x := x′′}{x′′ := w}〉 ✭✐♥❞✉❝t✐♦♥✮
= 〈u{x := w}〉〈v{x := w}〉
= 〈(u{x := w}) (v{x := w})〉
= 〈(u v){x := w}〉.

◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ✈r❛✐ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r λca ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ✐❞❡♥✲
t✐q✉❡✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s t♦✉r à t♦✉r✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥♦♠✱ ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✺✳✷ ✿
λx.t ⇓ λx.t
t ⇓ λx.t′ t′{x := u} ⇓ v
t u ⇓ v
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✾ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❞❛♥s λcf✮
❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❙✐ t ⇓ v ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✱ ✐❧ ② ❛ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥s JtK →∗cf JvK✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t ⇓ v✳ ▲❡ ❝❛s ♦ù t ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡st é✈✐❞❡♥t✳ ❙✐♥♦♥ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡
❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
Jt uK = JtKJuK →∗cf Jλx.t
′KJuK.
■❧ ② ❛ ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r ✿
✕ ❙✐ x ∈ ❢✈(t′) ❛❧♦rs ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✸✽ ❡t à ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
Jλx.t′KJuK = (λx.[x]〈t′〉)〈u〉 →cf ([x]〈t
′〉)[〈u〉/x]→∗cf Jt
′{x := u}K →∗cf JvK.
✕ ❙✐♥♦♥ ✿
Jλx.t′KJuK = (λx.ǫx.〈t
′〉)〈u〉 →cf (ǫx.〈t
′〉)[〈u〉/x]→cf 〈t
′〉 = Jt′{x := u}K →∗cf JvK
❝❡ q✉✐ ❝♦♠♣❧èt❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ♣♦✉r ❧❡ λca✲❝❛❧❝✉❧✳
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r
✈❛❧❡✉r✱ ❞♦♥♥é❡s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✺✳✷ ✿
λx.t ⇓ λx.t
t ⇓ λx.t′ u ⇓ v′ t′{x := v′} ⇓ v
t u ⇓ v
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✹✵ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❞❛♥s λcf✮
❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❙✐ t ⇓ v ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ❛❧♦rs ✉♥❡ s✉✐t❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s JtK →∗cf JvK✳
✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ s✉✐t ❧❛ ♠ê♠❡ str✉❝t✉r❡ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣♦✉r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
Jt uK = JtKJuK →∗cf Jλx.t
′KJuK →∗cf Jλx.t
′KJv′K.
■❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ q✉✐ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞♦♥♥és ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ 
◆♦✉s ♦❜s❡r✈♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ q✉❡ ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❧❡ λca✲
❝❛❧❝✉❧✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■■✳✸✳✹✶
◆♦t♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❛♥s λcf ✱ à ♠♦✐♥s q✉❡ ♥♦✉s ✐♠♣♦s✐♦♥s ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❝♦♥s✐st❛♥t à ré❞✉✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ré❞❡① ❧❡s ♣❧✉s ❡①tér✐❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s
q✉❡ c ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❢❡r♠é ❡t t = λz.ǫz.x✱ ❛❧♦rs (λy.(λx.t) y) c→cf (λy.t[y/x]) c→cf t[y/x][c/y]
♦ù ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r x ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ✭♣❛r❝❡ q✉❡ y ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ❢❡r♠é✮✱
❛✐♥s✐ ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ❡st ✉♥❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✳ ❉❡ ♣❧✉s ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ♣❡r♠❡t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■■✳✸✳✹✷
❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ré❞✉✐r❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (λx.x) y →∗cf y✮✱ ♥♦✉s
♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ s✐♠✉❧❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s
♦✉✈❡rts✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿ (λx.x y)(λx.x) ❡st ✐rré❞✉❝t✐❜❧❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡♥ ❣é♥ér❛❧
s✐♠✉❧❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡✱ ♠ê♠❡ ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❢❡r♠és✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
λx.(λy.ǫy.x) t ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ♣❧✉s ❢♦rt q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
st❛♥❞❛r❞✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❞✉✐r❡ s♦✉s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✿
λx.(λy.y)x→cf λx.y[x/y]→cf λx.x.
■■✳✸✳✺ ❆r❣✉♠❡♥ts ❡t✴♦✉ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡r♠és ✿ λcl✱ λcaf
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞✐✛ér❡♥ts q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞❡
❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❡t ❞❡ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ t♦✉s ❧❡s ❞❡✉①
❜❛sés s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ r❡str❡✐♥t❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛✳ ❈♦♠♠❡ ❝❡s r❡str✐❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✱
❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ s❛✈♦✐r s✐ ❞❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ♣♦ss✐❜❧❡s ❡t ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s❡ ♣♦s❡
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✳
❙✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❧✬✐♥t❡rs❡❝t✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ♥♦✉s ❧✐♠✐t♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛
❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t s♦♥t ❢❡r♠és ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ▲♦❣✐q✉❡ ❈♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❬❍♦✇✼✵✱ ❍✐♥✼✼✱
➬❍✾✽❪✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡ s②stè♠❡ λcl ✳ ❆✐♥s✐✱ ✉♥❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t
s✐ ❧❡ ré❞❡① ❡st ❝❧♦s✳ ❈❡ t②♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❞❡ très ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ✿ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ ❞❡✉①
ré❞❡① ♥❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ♣❛s✱ ❧❡✉rs rés✐❞✉s ♥❡ s❡ s✉♣❡r♣♦s❡♥t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ❞❡s
λ✲❝❛❧❝✉❧s s✐♠✐❧❛✐r❡s s♦♥t s♦✉✈❡♥t ✉t✐❧✐sés✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❬❍❖✾✸✱ ❇▲▼✵✺❪✳
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✺✺
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡s✱ ♦♥
✈♦✉❞r❛✐t ♣❧✉tôt ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛❧❝✉❧s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❛✉t♦r✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❞ès q✉❡✱
s♦✐t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ s♦✐t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✱ ❡st ❢❡r♠é✱ t♦✉t ❡♥ ❣❛r❞❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s σ✲rè❣❧❡s ❞❡ λcf ✳ ◆♦✉s ❛♣✲
♣❡❧❧❡r♦♥s ❝❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❛❧❝✉❧ λcaf ✳ ▼❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♥✬❡st ♣❧✉s ❣r❛t✉✐t❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s✲
♥♦✉s ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✭♣♦ss✐❜❧❡✮ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✸ ✿
((λx.t)u)[v/y] ✲ ((λx.t)[v/y])u ✲ (λx.t[v/y])u
t[u/x][v/y]
❄
?
←→ t[v/y][u/x]
❄
♦ù x, y ∈ ❢✈(t) ❡t ❢✈(v) = ∅✳
▲❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ y ∈ ❢✈(t) ✭❡t s✐ ❝❡
♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✮✱ ❛✐♥s✐ ❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❧❛ rè❣❧❡
❇❡t❛ ❞❡ λcf ✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝✬❡st ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❛✈❡❝ ❛r❣✉♠❡♥t ❢❡r♠é✱ ❡t u ❡st ❢❡r♠é✳ ❉❛♥s ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡✱ ♥♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ▲❛♠ ♣✉✐sq✉❡ v ❡st ❝❧♦s ❛✉ss✐✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s
s♦♠♠❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❝❛s q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✼ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s t[u/x][v/y] =σ
t[v/y][u/x] ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st s❡♠❜❧❛❜❧❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✶✼✮✳
P✉✐sq✉❡ λcaf ❞✐✛èr❡ ❞❡ λcf s❡✉❧❡♠❡♥t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛✱ ❧❛ ❞✐s❝✉ss✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❥✉st✐✜❡ ❧❛
♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✹✸
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ λcaf ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✸✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❧❡ ❝❛s ✶✱
❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ♥❡ ❝❤❛♥❣❡♥t ♣❛s✳ 
▲❡s ❛✉tr❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r♦✉✈é❡s ♣♦✉r λca ❡t λcf s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧✐❞❡s ♣♦✉r λcaf ✱ ❧❡s ♣r❡✉✈❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s✳ ◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s q✉❛tr❡ s②stè♠❡s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✹✹
P♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✱
✕ λca✱ λcf ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❢❛✐❜❧❡s st❛♥❞❛r❞ ✭❛♣♣❡❧
♣❛r ♥♦♠ ❡t ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✮✳
✕ λca✱ λcf ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ q✉❡ λcl✳
✕ λcaf ♣❡r♠❡t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ q✉❡ λca ❡t λcf ✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❞❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✸✳✹✱ ❡t
❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ♣♦✐♥ts ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥s♣❡❝t✐♦♥ ❞❡s s②stè♠❡s✳ 
■■✳✸✳✻ ❈❛♥♦♥✐❝✐té
❏✉sq✉✬✐❝✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s s❛♥s α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛✉✲
t♦r✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s s♦♥t ❝❧♦s✳ ❈❡s ❝❤♦✐① ♣❡✉✈❡♥t ♣❛r❛îtr❡
❛r❜✐tr❛✐r❡s✱ ♠❛✐s ✐❧s ♥❡ ❧❡ s♦♥t ♣❛s ✿ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ✈♦✐r ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥ ♣❡t✐t ♣❡✉
✐♥❢♦r♠❡❧❧❡✱ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ❡♥ ❡✛❡t ♣❛s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s ❝❤♦✐① s❛t✐s❢❛✐s❛♥ts✳
❆❞♦♣t❛♥t ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ λc✱ ♥♦✉s s♣é❝✐✜♦♥s ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s ❛ ♣♦st❡r✐♦r✐ ✿
✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
✕ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❇❡t❛ (λx.t)u → t[u/x] ❛✈❡❝ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❡t ❞❡s
rè❣❧❡s ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✈❡rs ❧❡s ♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t❡s✳
✕ ◆♦✉s ♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ♣❛s ❛✈♦✐r à ♥♦✉s ♣ré♦❝❝✉♣❡r ❞❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ rè❣❧❡ ▲❛♠ ♠❛✐s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♣②1✳ ▲❛ rè❣❧❡ ▲❛♠ ❧❛ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡
s❛♥s α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(λy.t)[v/x]→ λy.t[v/x] s✐ x 6= y ❡t y 6∈ ❢✈(v)
♠❛✐s ❛❧♦rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ♦✉ ♥♦♥ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✉ ♥♦♠ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡✳
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❞❡✉① t❡r♠❡s α✲éq✉✐✈❛❧❡♥ts ♥✬♦♥t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ré❞❡①✱ ❝❡ q✉✐
♣♦✉rr❛✐t ❝ré❡r ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✳ ❯♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♣❧✉s sûr❡ ❡st ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r
❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❡♥ ❢✈(v) = ∅✳ P♦✉r ❧✬❛✉tr❡ rè❣❧❡✱ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞ès q✉❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ♦✉✈❡rt❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ✿
(δy,zx .t)[v/x]→ t[v/y][v/z] s✐ ❢✈(v) = ∅.
✕ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡r♠❡tt❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❛✉ ♠♦✐♥s✮ ❥✉sq✉✬❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ q✉✐ ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝❡ q✉✐ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t ❝✬❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r q✉✬✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✐t ✉♥❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✉t✐❧✐té
❡♥ ♣r❛t✐q✉❡✳
✕ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉✲
❧♦♥s q✉❡ ❧❡s σ✲rè❣❧❡s s♦✐❡♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡s✳ ▲❛ r❛✐s♦♥ ❡♥ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ❛❞♦♣✲
t♦♥s ✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s êtr❡ ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s
str✐❝t❡♠❡♥t ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❝✬❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❧❛ ❢❛❝✐❧✐t❡ ❧❡
r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t✳
✕ ◆♦✉s ❞❡♠❛♥❞♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t à ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬êtr❡ ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❈❡❝✐ s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉
êtr❡ ✉♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞ét❡r♠✐♥✐st❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ♣♦✉r
êtr❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ ❝❤♦✐s✐r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛♠è♥❡ q✉❡❧q✉❡s
r❡str✐❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝❡tt❡ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❇❡t❛✴❆♣♣1✱ q✉❡ ♥♦✉s
é❝r✐✈♦♥s ♣♦✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❢♦✐s ✿
((λx.t)u)[v/y] ✲ ((λx.t)[v/y])u ✲ (λx.t[v/y])u
t[u/x][v/y]
❄
?
←→ t[v/y][u/x]
❄
♦ù x, y ∈ ❢✈(t)✳
■❧ ② ❛ tr♦✐s ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦t❡♥t✐❡❧ ✿
✶✳ ➱❧✐♠✐♥❡r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ✉♥❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳
✕ ❈♦✉♣❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✉♥❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐té q✉✐ ❛ été ét✉❞✐é❡ ♣❛r ▼✉ñ♦③ ❬▼✉ñ✾✻❪✳ ❙♦♥
✐❞é❡ ❡st ❞✬✐♥t❡r❞✐r❡ ❧❛ ❞✐str✐❜✉t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠✲
♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❝✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡
❛✈❡❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❡t ❞♦♥❝ ❝❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❛♥♥♦té❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ♠❛rq✉❡s
■■✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és ✺✼
s♣é❝✐❛❧❡s ♣♦✉r ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ♣✐❧❡s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ rés✉❧t❛♥t ❡st ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❢♦rt❡✱ ♠❛✐s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t à ♥♦s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ s❛ s②♥t❛①❡
❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ ✭❡t ❞❡ ❢❛✐t✱ ✉t✐❧✐s❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✮✳
✕ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦✉♣❡r ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❧❛✐ssé ❝♦♠♠❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♦✉✈❡rt ♣❛r ▼✉ñ♦③✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t r❡str❡✐♥❞r❡
❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❛✉❝✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱
❞♦♥❝ ❛✉ ❝❛s ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❢❡r♠é❡ ✿ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❛✉ ❝÷✉r ❞❡ λcf ✳ ▼❛✐s ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❛✉t♦r✐s❡r ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
♦✉✈❡rt❡✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s ❣r❛♥❞ q✉❡
λcf ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧✐♠✐té❡s ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬α✲
❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭▲❛♠✱ ❈♦♣②1✮✱ ♦✉ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s σ✲rè❣❧❡s ✭❈♦♠♣✱ ❧❡ ❝❛s
é❝❤é❛♥t✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣r♦❞✉✐t❡ ♥❡ ♣♦✉rr❛
♣❛s ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡♥ tr❛✈❡rs❛♥t t♦✉t ❧❡ t❡r♠❡✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❞❡✈r❛ ♣❛ss❡r ♣❛r
✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s r❡str❡✐♥t❡s✳ ❆✐♥s✐ ❧❡s ❝❤♦✐① ❢❛✐ts ❞❛♥s λcf ❞❡ ❝❧♦r❡ ♣❧✉s q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♥❡
ré❞✉✐s❡♥t ♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ❡✣❝❛❝❡s ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡t
❝♦♥❞✉✐s❡♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡✳
✷✳ ❉❡♠❛♥❞❡r q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s♦✐t ❞ér✐✈❛❜❧❡✳ ❆✜♥ ❞❡ ❞ér✐✈❡r
t[u/x][v/y] =σ t[v/y][u/x]
✭❛✈❡❝ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s✮ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ s❛♥s ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❛❞ ❤♦❝✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r♦✲
♣❛❣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬❡❧❧❡s ♥❡ s♦✐❡♥t ♣❧✉s ✐♠❜r✐q✉é❡s✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st
q✉✬✉♥❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡♠❛♥❞❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✐t ❢❡r♠é❡ ✭✈♦✐r
❝✐✲❞❡ss✉s✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ré❡❧❧❡♠❡♥t ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐❧ ❢❛✉t q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❢❡r♠é❡s✳ ❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ q✉❡
❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t
♥♦✉s s♦♠♠❡s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ λca✳
✸✳ ❆❥♦✉t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬é❝❤❛♥❣❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ✈❛❧✐❞❛♥t ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ ❞✐❛❣r❛♠♠❡✳
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ s✐ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❣r♦ss✐èr❡♠❡♥t ✉♥❡ rè❣❧❡ ✿
t[u/x][v/y]→ t[v/y][u/x] ♣♦✉r t♦✉s u✱ v
♥♦✉s ♣❡r❞♦♥s ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s
✈♦✉❧♦♥s✳ ▼❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❛✈♦✐r ✉♥ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
❝❧♦s❡s✱ ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥ ✏❝❧♦s❡✑ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
t[u/x][v/y]→ t[v/y][u/x] s✐ x, y ∈ ❢✈(t), ❢✈(u) 6= ∅, ❢✈(v) = ∅.
❆❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ♣❡r♠❡ttr❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❇❡t❛ s❛♥s r❡str✐❝t✐♦♥s✳ ❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ s❡♠❜❧❡
♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ rés♦✉❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❡t ❡st t♦✉t à ❢❛✐t
s❡♥sé❡ ✿ ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s ❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ✭à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❝✐ ✐♥tr♦❞✉✐t ❛✉ss✐ ✉♥❡
q✉❛♥t✐té ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ✐♥✉t✐❧❡s ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❡✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱
❧❛ ♣❧✉s ❡①tér✐❡✉r❡ ét❛♥t ❢❡r♠é❡✱ ❡t ❞❡ ❧❡s ♣❡r♠✉t❡r ♣❛r ❧❛ s✉✐t❡✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♣r♦❞✉✐r❡ ❧❛
✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❢❡r♠é❡ ❞✬❛❜♦r❞✱ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❡r ❥✉sq✉✬❛✉ λ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ♣✉✐s ❝ré❡r ❧❛ s❡❝♦♥❞❡
❞❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦✐❡♥t ❞é❥à ❞❛♥s ❧❡ ❜♦♥ ♦r❞r❡✳ ❈✬❡st ♠♦r❛❧❡♠❡♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t ♠❛✐s ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ♣♦ss✐❜✐❧✐tés ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s ♣♦✉r ✉♥❡
rè❣❧❡ ❞❡ ♣❡r♠✉t❛t✐♦♥✱ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ét✉❞✐é❡s ✐❝✐✳
P♦✉r ❝♦♥❝❧✉r❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s λca ❡t λcf ❛♣♣❛r❛✐ss❡♥t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❞❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t à ❢❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡
❝♦♠♠❡ ❝❛❧❝✉❧s s❛♥s α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s✳
■■✳✹ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ λc
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s λc ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥✲
♥❡❧ ♠✐♥✐♠❛❧✐st❡✳ ◆♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s
✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞❡s t②♣❡s✳
■■✳✹✳✶ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r λc
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ t②♣é❡ ❞❡ λc✱ ❡t ét✉❞✐♦♥s ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s
❛ss♦❝✐é❡s à ❞❡ t❡❧s ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❡st ❝♦♠♠✉♥ à λca ❡t à λcf ✱
❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♥♦✉s ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❡r♦♥s s✉r λcf ✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ t♦✉s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ s♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ✈❛❧❛❜❧❡s ♣♦✉r λca ✭❡t ❞✬❛✐❧❧❡✉rs ✐❧s s♦♥t ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à
♦❜t❡♥✐r ♣♦✉r λca✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✶
❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■■✳✶✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡✱ ♦ù Γ ⊢ t : A ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ λc✲t❡r♠❡
t ❛ ❧❡ t②♣❡ A ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ❡t ⊤ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ nat
♦✉ bool ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✳✷✮✳ ▲❡s t②♣❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✿
A,B ::= ⊤ | A→ B.
▲❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡st tr❛✐té ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ x1 :A1, . . . , xn :An✱ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡
rè❣❧❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ❞❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❞✬êtr❡ ♣❡r♠✉tés✳ ■❧ ❡st à
♥♦t❡r q✉❡ ❝✬❡st ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ str✉❝t✉r❡❧❧❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ ❧❛
❧✐st❡ s♦♥t ❢❛✐ts ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♣♦✉r ❈♦♣② ❡t ❊r❛s❡ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳
❉❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❝❛♣t✉ré❡s ♣❛r
❧❡s rè❣❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❈♦♥st ❡t ❱❛r ❢♦r❝❡♥t ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t à ❝♦♥t❡✲
♥✐r s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ s♦♥t ❞✐r❡❝t❡✲
♠❡♥t ✐♥s♣✐ré❡s ♣❛r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❈✉rr② ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✺ ♦✉ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❬❇❛r✾✷❪✮✱ ❞♦♥t ❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s♦♥t ♥♦tés Γ ⊢λ t : A✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❈♦♣② ❡t ❊r❛s❡ s❡r❛✐❡♥t
♥♦r♠❛❧❡♠❡♥t ❝❧❛ss✐✜é❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t ✐♥❞✐q✉❡ ❝♦♠♠❡♥t
❧❡s s②stè♠❡s s♦♥t r❡❧✐és✳
▲❡♠♠❡ ■■✳✹✳✷
✶✳ ❙♦✐t t ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t❡❧ q✉❡ ❢✈(t) = {x1, . . . , xn}✱ ❡t Γ = x1 : A1, . . . , xn : An✱ ❛❧♦rs ✿
Γ ⊢λ t : A ⇐⇒ Γ ⊢ JtK : A.
■■✳✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ λc ✺✾
Γ, x : A, y : B,∆ ⊢ t : C
(❊①❝❤❛♥❣❡)
Γ, y : B, x : A,∆ ⊢ t : C
(❈♦♥st)
⊢ ⋆ : ⊤
(❱❛r)
x : A ⊢ x : A
Γ, x : A ⊢ t : B
(❆❜s)
Γ ⊢ λx.t : A→ B
Γ ⊢ t : A→ B ∆ ⊢ u : A
(❆♣♣)
Γ,∆ ⊢ t u : B
Γ ⊢ t : B
(❊r❛s❡)
Γ, x : A ⊢ ǫx.t : B
Γ, x : A, y : A ⊢ t : B
(❈♦♣②)
Γ, z : A ⊢ δx,yz .t : B
Γ, x : A ⊢ t : B ∆ ⊢ v : A
(❙✉❜)
Γ,∆ ⊢ t[v/x] : B
❋✐❣✳ ■■✳✶ ✕ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉r λc
✷✳ ❙♦✐t t ✉♥ λc✲t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡ t❡❧ q✉❡ ❢✈(t) = {x1, . . . , xn}✱ ❡t Γ = x1 : A1, . . . , xn : An✱
❛❧♦rs ✿
Γ ⊢ t : A ⇐⇒ Γ ⊢λ t
∗ : A.
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❛❣❡✳ 
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts st❛♥❞❛r❞ s✉r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✸ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t✮
❙✐ Γ ⊢ t : A ❡t t→cf u ❛❧♦rs Γ ⊢ u : A✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■■✳✷✳ ▲❡ ❝❛s ♣♦✉r
❆♣♣2 ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧✉✐ ♣♦✉r ❆♣♣1✳ 
◆♦✉s ét✉❞✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s✳ P✉✐sq✉❡
❧❡s λ✲t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s t❡r♠✐♥❡♥t✱ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s λcf ✲t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✸✶ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■■✳✹✳✷✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✹ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮
❙✐ Γ ⊢ t : A ❞❛♥s λcf ✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✺ ✭Pr♦❣r❛♠♠❡s✮
❯♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ ⊤✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ré❞✉✐ts ❡♥
✈❛❧❡✉rs✱ q✉✐ s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ♣✉rs✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ t②♣❡ ❞❡ ❜❛s❡✱ ✐❧ ②
❛ s✉✣s❛♠♠❡♥t ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬❡❧❧❡s ♣✉✐ss❡♥t t♦✉t❡s êtr❡ ♠❡♥é❡s à ❜✐❡♥✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■✳✹✳✷✱ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡
❞❡ t②♣❡ nat s✬é✈❛❧✉❡ t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ✉♥ ❡♥t✐❡r✳
✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
x : A ⊢ t : B
⊢ λx.t : A→ B Γ ⊢ u : A
→
Γ ⊢ (λx.t)u : B
x : A ⊢ t : B Γ ⊢ u : A
Γ ⊢ t[u/x] : B
x : A ⊢ x : A Γ ⊢ v : A
→
Γ ⊢ x[v/x] : A
Γ ⊢ v : A
Γ, x : C ⊢ t : A→ B ∆ ⊢ u : A
Γ,∆, x : C ⊢ t u : B Θ ⊢ v : C
→
Γ,∆,Θ ⊢ (t u)[v/x] : B
Γ, x : C ⊢ t : A→ B Θ ⊢ v : C
Γ,Θ ⊢ t[v/x] : A→ B ∆ ⊢ u : A
Γ,∆,Θ ⊢ (t[v/x])u : B
Γ, x : C, y : A ⊢ t : B
Γ, x : C ⊢ λy.t : A→ B ⊢ v : C
→
Γ ⊢ (λy.t)[v/x] : A→ B
Γ, y : A, x : C ⊢ t : B ⊢ v : C
Γ, y : A ⊢ t[v/x] : B
Γ ⊢ λy.t[v/x] : A→ B
Γ, y : A, z : A ⊢ t : B
Γ, x : A ⊢ δy,zx .t : B ⊢ v : A
→
Γ ⊢ (δy,zx .t)[v/x] : B
Γ, z : A, y : A ⊢ t : B ⊢ v : A
Γ, z : A ⊢ t[v/y] : B ⊢ v : A
Γ ⊢ (t[v/y])[v/z] : B
Γ, x : A, y : C, z : C ⊢ t : B
Γ, x′ : C, x : A ⊢ δy,zx′ .t : B ∆ ⊢ v : A
→
Γ,∆, x′ : C ⊢ (δy,zx′ .t)[v/x] : B
Γ, x : A, y : C, z : C ⊢ t : B ∆ ⊢ v : A
Γ,∆, y : C, z : C ⊢ t[v/x] : B
Γ,∆, x′ : C ⊢ δy,zx′ .t[v/x] : B
Γ ⊢ t : B
Γ, x : A ⊢ ǫx.t : B ⊢ v : A
→
Γ ⊢ (ǫx.t)[v/x] : B
Γ ⊢ t : B
Γ, x : A ⊢ t : B
Γ, x′ : C, x : A ⊢ ǫx′ .t : B ∆ ⊢ v : A
→
Γ,∆, x′ : C ⊢ (ǫx′ .t)[v/x] : B
Γ, x : A ⊢ t : B ∆ ⊢ v : A
Γ,∆ ⊢ t[v/x] : B
Γ,∆, x′ : C ⊢ ǫx′ .t[v/x] : B
Γ, y : B ⊢ t : C ∆, x : A ⊢ w : B
Γ,∆, x : A ⊢ t[w/y] : C Θ ⊢ v : A
→
Γ,∆,Θ ⊢ t[w/y][v/x] : C
Γ, y : B ⊢ t : C
∆, x : A ⊢ w : B Θ ⊢ v : A
∆,Θ ⊢ w[v/x] : B
Γ,∆,Θ ⊢ t[w[v/x]/y] : C
❋✐❣✳ ■■✳✷ ✕ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t
■■✳✹✳ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ λc ✻✶
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✻ ✭❆❞éq✉❛t✐♦♥✮
❙✐ t ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡✱ ❛❧♦rs t→∗cf ⋆✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✸✮✱ ❧❡ t②♣❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ q✉❡ ❧❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ t ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱
❡t ♥✬❡st ♣❛s ⋆✳ P✉✐sq✉❡ t ❡st ❢❡r♠é✱ ❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t ♦✉ ✉♥❡
❝♦♣✐❡✳ P✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❞❡ t②♣❡ ⊤✱ ❝❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s✳ ❙✐ t = u[v/x]
❛❧♦rs v ❡st ❢❡r♠é ✭♣✉✐sq✉❡ t ❡st ❢❡r♠é✮✱ ❡t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡✈r❛✐t
s✬❛♣♣❧✐q✉❡r ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✼✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❉✐s♦♥s t = u1 u2 . . . un✱
n ≥ 2✱ t❡❧s q✉❡ u1 ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ P✉✐sq✉❡ t ❡st ❢❡r♠é✱ u1, . . . , un ❧❡ s♦♥t ❛✉ss✐✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ u1 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ♦✉ ✉♥ ❡✛❛❝❡♠❡♥t✳ P✉✐sq✉❡ t ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡✱ u1 ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ✭❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ s✬❛♣♣❧✐q✉❡r❛✐t✮✳ ❆✐♥s✐ u1
❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ s[s′/x] ♦ù s′ ❡st ❢❡r♠é ❡t x ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❡ s✳ ▼❛✐s ❛❧♦rs
u1 ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✷✼✮✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡✳ 
■■✳✹✳✷ λc ❝♦♠♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ❡t ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ❧❛
s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧ ♠✐♥✐♠❛❧✐st❡✱ t❡❧ q✉❡ P❈❋ ❬P❧♦✼✼❪✱
♦ù ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉st❡ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛r✐t❤♠ét✐q✉❡ ♥✐ ré❝✉rs✐♦♥✳ ■❧ ♥✬② ❛
❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té à ét❡♥❞r❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✉ ❧❛♥❣❛❣❡ P❈❋ ❡♥ ❡♥t✐❡r✱ ❡t ♠ê♠❡ ❛✉✲❞❡❧à✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s
❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧✬❡sq✉✐ss❡r✳
▲❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ P❈❋ s♦♥t r❛♣✲
♣❡❧é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✻✳ ▲❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✺ ❞♦♥♥❡ ❧❡s ❡①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ λc ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s
❝❛♣t✉r❡r ❧❛ ♠ê♠❡ s②♥t❛①❡ q✉❡ P❈❋✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥❝❧✉s ❧❡ t②♣❡ ❡t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞❡sq✉❡❧s ♦♥ ♣❡✉t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t é❝r✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳
◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s λpcfcf ❧❡ ❧❛♥❣❛❣❡ rés✉❧t❛♥t✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s
✐♠♣♦s❡ q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❛✐❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❚❛❜✳ ■■✳✺ ✕ ❊①t❡♥s✐♦♥s ❞❡ s②♥t❛①❡
❚❡r♠❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ t②♣❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❱❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
n : nat − − ∅
tt,ff : bool − − ∅
suc(t) : nat t : nat − ❢✈(t)
pred(t) : nat t : nat − ❢✈(t)
zer(t) : bool t : nat − ❢✈(t)
if(b, t, u) : A b : bool, t : A, u : A ❢✈(t) = ❢✈(u), ❢✈(t) ∩ ❢✈(b) = ∅ ❢✈(b) ∪ ❢✈(t)
fix(t) : A t : A→ A − ❢✈(t)
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷✮ ♣♦✉r ❝❛♣t✉r❡r P❈❋✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s
❥✉st❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥st❛♥t❡s✳
✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✼ ✭❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ P❈❋ ✮
❙♦✐t t ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ P❈❋✱ ❢✈(t) = {x1, . . . , xn}✱ n ≥ 0✳ ❙❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❛♥s λ
pcf
cf ✱ ♥♦té❡ JtK✱
❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿ [x1] . . . [xn]〈t〉 ❛✈❡❝ 〈·〉 ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❧✬❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s
❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■■✳✸✳✷ ♦ù ⋆ ∈ {tt,ff} ♦✉ ⋆ = n ❡t ✿
〈f(t)〉 = f(〈t〉) (f ∈ {suc, pred, zer, fix})
〈if(b, t, u)〉 = if(〈b〉, ǫy1 . . . . ǫyp .〈t〉, ǫz1 . . . . ǫzq .〈u〉) (❢✈(u) \ ❢✈(t) = {y1, . . . , yp},
❢✈(t) \ ❢✈(u) = {z1, . . . , zq}, p ≥ 0, q ≥ 0)
◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥ts à ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ [·]· ✿
[x]f(t) = f([x]t) (f ∈ {suc, pred, zer, fix})
[x]if(b, t, u) = if([x]b, t, u) (x ∈ ❢✈(b), x 6∈ ❢✈(t u))
= if(b, [x]t, [x]u) (x 6∈ ❢✈(b), x ∈ ❢✈(t u))
= δy,zx .if([y](b{x := y}), [z](t{x := z}), [z](u{x := z})) (x ∈ ❢✈(b), ❢✈(t u))
[x]ǫx.t = ǫx.t
❊①❡♠♣❧❡ ■■✳✹✳✽
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s ❞❡✉① ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♠♣✐❧és ❞❡ P❈❋✱ s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ♣♦✉r
♠❡ttr❡ ❡♥ é✈✐❞❡♥❝❡ ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡✳
Jλx.if(x, x, x)K = λx.δy,zx .if(y, z, z)
Jλx.λy.λz.if(x, y, z)K = λx.λy.λz.if(x, ǫz.y, ǫy.z).
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✾ ✭λpcfcf ✲ré❞✉❝t✐♦♥✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à λcf ❛✈❡❝ ❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❚❛❜❧❡ ■■✳✻✱ ♦ù
f ∈ {suc, pred, zer, fix} ❞❛♥s ❙✉❜1✳
◆♦✉s ré❝❛♣✐t✉❧♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ▲❛ ♣❧✉♣❛rt s♦♥t ❞❡s ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥ts
❢❛❝✐❧❡s ❞❡s rés✉❧t❛ts ♣♦✉r λcf t②♣é✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❞❡ P❈❋ s♦♥t ❧❡s t❡r♠❡s
❢❡r♠és ❞❡ t②♣❡ nat ♦✉ bool✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✹✳✶✵ ✭Pr♦♣r✐étés ❞❡ λpcfcf ✮
✶✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t ✿ s✐ Γ ⊢ t : A ❡t t→cf u✱ ❛❧♦rs Γ ⊢ u : A✳
✷✳ ❆❞éq✉❛t✐♦♥ ✿ s✐ t→∗ v ❛❧♦rs JtK →∗cf JvK✱ ❡t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✐ t ❡st ✉♥ ♣r♦❣r❛♠♠❡ ✿
✕ s♦✐t t→∗cf tt✱ s✐ t : bool ❀
✕ s♦✐t t→∗cf ff✱ s✐ t : bool ❀
✕ s♦✐t t→∗cf n✱ s✐ t : nat ❀
✕ s♦✐t t ❞✐✈❡r❣❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❡st ✉♥❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■■✳✹✳✸ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ t②♣é✳ P♦✉r
❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛rt✐❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ét❛❜❧✐r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s P❈❋✱
■■✳✺✳ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✿ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✻✸
❚❛❜✳ ■■✳✻ ✕ λpcfcf ✲ré❞✉❝t✐♦♥
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✐t✐♦♥
❙✉❝❝ suc(n) →cf n+ 1 −
Pr❡❞1 pred(0) →cf 0 −
Pr❡❞2 pred(n+ 1) →cf n −
■s③❡r♦1 zer(0) →cf tt −
■s③❡r♦2 zer(n+ 1) →cf ff −
❈♦♥❞1 if(tt, t, u) →cf t −
❈♦♥❞2 if(ff, t, u) →cf u −
❘❡❝ fix(t) →cf t fix(t) ❢✈(t) = ∅
❙✉❜1 f(t)[v/x] →cf f(t[v/x]) −
❙✉❜2 if(b, t, u)[v/x] →cf if(b[v/x], t, u) x ∈ ❢✈(b)
❙✉❜3 if(b, t, u)[v/x] →cf if(b, t[v/x], u[v/x]) x ∈ ❢✈(t), ❢✈(v) = ∅
❛♥❛❧♦❣✉❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✸✽ ✿ s♦✐❡♥t t ❡t w ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ P❈❋ t❡❧s q✉❡ ❢✈(t) = {x1, . . . , xn}✱
n ≥ 1✱ ❡t ❢✈(w) = ∅✱ ❛❧♦rs ([x1] . . . [xn]〈t〉)[〈w〉/x1] →∗cf [x2] . . . [xn]〈t{x1 := w}〉✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❞❡ ❝❡ ❢❛✐t s✉✐t ❧❡ ♠ê♠❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❡ ❝❡❧❧❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■■✳✸✳✸✽✳ ❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡❝✐✱ ✐❧ ❡st ❛❧♦rs
✐♠♠é❞✐❛t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❛ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ P❈❋ ✿ s✐ t→∗ v ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥s JtK →∗cf JvK✳ 
■■✳✺ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✿ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s
▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡st ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❧é❣✐t✐♠✐té à ♥♦tr❡ tr❛✈❛✐❧✱ t❤é♦r✐q✉❡♠❡♥t
❡t ♣r❛t✐q✉❡♠❡♥t✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣ré❝é❞❡♥ts ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❞❡s str❛té❣✐❡s✱ q✉✐ s♦♥t
✐♠♣❧❛♥té❡s ❡t ❝♦♠♣❛ré❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✳ ■❝✐✱ ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ■■✳✸✳✸✸ ✭❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡✮
❡t ■■✳✷✳✷ ✭♦r❞r❡ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♠✐s❡s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣♦✉r ♥♦✉s ❛✐❞❡r à ❝♦♠♣r❡♥❞r❡
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❡❧❧❡s ✐♥❞✐q✉❡♥t q✉❡❧s ❝❤♦✐① ❞♦♥♥❡♥t ❧❡s
❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts✳
■■✳✺✳✶ ❙tr❛té❣✐❡s ❝❧♦s❡s
▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞é✜♥✐s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t ♣❧✉s r❡str✐❝t✐❢s q✉❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t t♦✉t❡ str❛✲
té❣✐❡ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ r❡st❡ ❡♥❝♦r❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣
❞❡ ♣♦ss✐❜✐❧✐tés✳ ◆♦✉s ❥✉st✐✜❡r♦♥s ✐♥❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ❝❤♦✐① q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐ts ❛✈❡❝
❞❡s ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❡①❤✐❜❡r♦♥s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s q✉✐ s❡ ❝♦♠✲
♣❛r❡♥t ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❛✉① str❛té❣✐❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❈❡ s❡r♦♥t ❞❡s str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡
❞❡s t❡r♠❡s ❢❡r♠és ✭♣r♦❣r❛♠♠❡s✮ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✈❛❧❡✉r✮✳ ❆✈❛♥t ❞❡ ❞é✜♥✐r
❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡s str❛té❣✐❡s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♣♦✉r ❡①♣❧✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t ❡❧❧❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡♥t ❡t ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❝❡s ❝❤♦✐①✳
✕ ❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s t✐r❡r ♣r♦✜t ❞❡ ♥♦tr❡ ❝❛♣❛❝✐té à ré❞✉✐r❡ s♦✉s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱
♠❛✐s ♣❛s ❛✉ t♦♣ ❧❡✈❡❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♥♦✉s ❛rrêt❡r s✉r ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡
✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
❢❛✐❜❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s✉r
✉♥ t❡r♠❡ q✉✐ s❡r❛ ❝♦♣✐é✱ ❛✜♥ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❝❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦tr❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥
❢♦r♠❡❧❧❡ ✐♥t❡r❝❛❧❡r❛ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♣❧✉s ❢♦rt❡✱ ❛♣♣❡❧é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✈❛♥t ✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♣②1✳
✕ ❆✈❛♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡r✱ ♣❧✉s ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❧❡ t❡r♠❡ à ❝♦♣✐❡r✱ ♣❧✉s ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ♣❛rt❛❣é ❛ ♣r✐♦r✐✳
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡♠♣❧♦②❡r ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ à s❛✈♦✐r λcaf ✳ ◆♦✉s
❞♦♥♥❡r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉ss✐ ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r λcf ✭λca s❡✉❧ ❡st tr♦♣ r❡str✐❝t✐❢✮✳
✕ ◗✉❛♥❞ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞❛♥s ✉♥❡ s✐t✉❛t✐♦♥ ♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❈♦♠♣✱ ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■✳✷✳✷ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉① ❧❡ ❢❛✐r❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❧❛ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡ ❞✬❛❜♦r❞✳ ◆♦tr❡ str❛té❣✐❡ ❛❝❝♦r❞❡r❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ♣r✐♦r✐té ♣❧✉s é❧❡✈é❡ à ❈♦♠♣✳
✕ ❯♥❡ ❞❡r♥✐èr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ λcaf ❢♦r❝❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à êtr❡ ❢❡r♠é❡
❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♣②1✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ♥♦✉s ♥❡ ❝♦♣✐♦♥s ❥❛♠❛✐s ✉♥ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✳ ❈✬❡st ✉♥ ❞❡s ❛s♣❡❝ts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳
v ⇓w w
x[v/x] ⇓w w
(Var)
t ⇓w λx.r r[u/x] ⇓w v ❢✈(t)=∅ ∨ ❢✈(u)=∅
(t u) ⇓w v
(Beta)
(λy.t[u/x]) ⇓w v ❢✈(u)=∅
(λy.t)[u/x] ⇓w v
(Lam)
t ⇓w v v 6=λx.r ∨ (❢✈(t) 6=∅ ∧ ❢✈(u) 6=∅)
(t u) ⇓w (v u)
(Arg)
(t[v/x])u ⇓w w x ∈ ❢✈(t)
(t u)[v/x] ⇓w w
(App1)
t[u[v/x]/y] ⇓w w x ∈ ❢✈(u)
t[u/y][v/x] ⇓w w
(Comp)
t (u[v/x]) ⇓w w x ∈ ❢✈(u)
(t u)[v/x] ⇓w w
(App2)
t ⇓w u u[v/x] ⇓w w ❢✈(v) 6= ∅
t[v/x] ⇓w w
(Subst)
t ⇓w w ❢✈(v) = ∅
(ǫx.t)[v/x] ⇓w w
(Erase1)
v ⇓f v
′ t[v′/y][v′/z] ⇓w w ❢✈(v) = ∅
(δy,zx .t)[v/x] ⇓w w
(Copy1)
ǫx′ .(t[v/x]) ⇓w w x 6= x
′
(ǫx′ .t)[v/x] ⇓w w
(Erase2)
δy,zx′ .(t[v/x]) ⇓w w x 6= x
′
(δy,zx′ .t)[v/x] ⇓w w
(Copy2)
t 6⇓w ♣❛r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡
t ⇓w t
(Axiom)
❋✐❣✳ ■■✳✸ ✕ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡
❉❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■■✳✸✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡
❢❡r♠é❡ ⇓w✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ✭♣❧✉s ❢♦rt❡✮ ⇓f ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡
✭❈♦♣②1✮ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ⇓f ✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡✱ ❡♥
r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❥✉st❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✭❆①✐♦♠✮ ♣❛r ✿
t ⇓f v
λx.t ⇓f λx.v
t ⇓f v
ǫx.t ⇓f ǫx.v
t ⇓f v
δy,zx .t ⇓f δ
y,z
x .v
t 6⇓f ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡
t ⇓f t
■■✳✻✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✻✺
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⇓w ❡st ❡♥ ❡✛❡t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ✿ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♣✐és✳
▲❛ str❛té❣✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛♣♣❛rt✐❡♥t à λcaf ✳ P♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢❡r♠é❡ ❞❛♥s λcf ✱ ❝❡ q✉✐
❛ q✉❡❧q✉❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✮✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ rè❣❧❡
✭❇❡t❛✮ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❢❡r♠é❡s✳
■■✳✺✳✷ ❊❢❢✐❝❛❝✐té
◆♦s ❝❛❧❝✉❧s ✈✐✈❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ♠♦♥❞❡ q✉❡ ❧❡s λ✲❝❛❧❝✉❧s ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r
✈❛❧❡✉r✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❝❡ s♦♥t ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ t❡r♠❡s ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❈❤❛q✉❡ str❛té❣✐❡ ❞❛♥s ❝❡ ♠♦♥❞❡ ❞♦✐t ❞é❝✐❞❡r ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t ❝❡ q✉✬❡❧❧❡
❞♦✐t ❢❛✐r❡ ❛✈❛♥t ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♣✐❡✮ ✿ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❞♦✐t✲✐❧ êtr❡ ré❞✉✐t ❞✬❛❜♦r❞ ❡t à q✉❡❧ ♣♦✐♥t ❄ ▲✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ♥❡ ❢❛✐t ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬❛♣♣❡❧
♣❛r ✈❛❧❡✉r ré❞✉✐t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❛tt❡✐❣♥❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❡t ♥♦tr❡
str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡ ❡✛❡❝t✉❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ❈❡s ❝❤♦✐① ♦♥t ❞❡s ❝♦♥séq✉❡♥❝❡s ❢♦rt❡s s✉r ❧❛
t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝❧❛ss❡s ❞❡ λ✲t❡r♠❡s✳
❈♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❝♦♠♣❛ré à ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✱ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ t❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡r✳ ▲❛ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
✈❛❧❡✉r ❡st q✉✬✐❧ ❡st ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ s✉r ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ λ✲t❡r♠❡s ♦ù ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
♣❡✉t êtr❡ ré❞✉✐t ❡t ❡st ✉t✐❧✐sé ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s q✉✬❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡
♠♦✐♥s s♦✉✈❡♥t✳ ▲❛ ♠ê♠❡ ❝❤♦s❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ✭♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
✈❛❧❡✉r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ tr✐✈✐❛❧❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ ❛✈❛♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡r ✭♦✉ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣❡✉ ♣rès éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ❛✈❛♥t ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
❛✉ s❡♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♣r❡♥♦♥s ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱
s❛✉❢ q✉✬❛✈❛♥t ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ré❞✉✐t ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ ❆❧♦rs ❝❡tt❡
str❛té❣✐❡ ❡st ✭❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✮ ♠♦✐♥s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ ♥ôtr❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✾✮✱ ❜✐❡♥ q✉❡
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ tr❛✈❛✐❧ s♦✐t ❡✛❡❝t✉é ❛✈❛♥t ❧❛ ❝♦♣✐❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞étr✉✐s❡♥t
❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♣✐é❡s✳ ▲❡s str❛té❣✐❡s ❝❧♦s❡s é✈✐t❡♥t ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳
▲✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡s str❛té❣✐❡s ❝❧♦s❡s s❡r❛ ❞é♠♦♥tré❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✾✳
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ s❡r✈✐r❛ à ❥✉st✐✜❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❜✐❡♥ ✉♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡
❝♦♥st❛♥t✱ ❡t ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❡st ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❝♦ût ✈❛❧❛❜❧❡✳
■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ♥❡ ♣r♦♣♦s❡ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ q✉❡ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ λcf ✳ ❖r✱ ❧❛
str❛té❣✐❡ ❜❛sé❡ s✉r λcaf ♦✛r❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt❛❣❡ q✉❡ λcf ✱ ❞♦♥❝ ❡st ✈✐rt✉❡❧❧❡♠❡♥t
♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ rés✉❧t❛t ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r λcaf ✱ ❡t ♥♦✉s ♥❡ s♦♠♠❡s
❞♦♥❝ ♣❛s ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ❛②❛♥t ✉♥
❝♦ût ❝♦♥st❛♥t✳
■■✳✻ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
❡t s❛♥s α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❡ ❡ss❡♥t✐❡❧ ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ s✐♠♣❧❡
❡t ❞♦✐t ❝❛♣t✉r❡r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧❡s ♣❧✉s ❝♦✉rts✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
✻✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
♦✉ ♦♣ér❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❡r✳ ▲✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❡t ❧❛ ❝♦♣✐❡ s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❡❧❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❡t ❞❡ ❧✬❡✛❛❝❡r ❞ès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ ♥❡
❧✬❡st ♣❛s✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ✐♥t✉✐t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ str❛té❣✐❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❜❛sé❡s s✉r ❝❡s
❝❛❧❝✉❧s✱ ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① s✉❣❣èr❡♥t q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ♠✐❡✉① q✉❡
❧❡s str❛té❣✐❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ r✐❡♥ ♥✬✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡
✐♠♣❧❛♥té❡s ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳ ❈✬❡st ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝❤❛♣✐tr❡s s✉✐✈❛♥ts ❞❡ ❥✉st✐✜❡r ❝❡ ♣♦✐♥t✳
❈❤❛♣✐tr❡ ■■■
❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
▲❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ♥♦✉s ❛ ❞♦♥♥é ❧✬♦❝❝❛s✐♦♥ ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❛♥s
✉♥ ❝❡rt❛✐♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡
❝❛❧❝✉❧ ❢♦♥t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉✬✐❧ ♥♦✉s r❡st❡ à s❛✈♦✐r ✐♠♣❧❛♥t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t✳
▲✬♦❜❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ♣r♦♣♦s❡r✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧ ❞❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡
s✉♣ér✐❡✉r✱ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉✐ ré♣♦♥❞❡ à ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❈❡tt❡ r❡♣ré✲
s❡♥t❛t✐♦♥ ✐♥♥♦✈❛♥t❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très ♥❛t✉r❡❧❧❡✱ ❡st s✉✣s❛♠♠❡♥t ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉r êtr❡ ❛❞❛♣té❡
❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s ❞✐✛ér❡♥ts ❡t ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧
q✉❡ ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳
✻✼
✻✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
■■■✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
◆♦✉s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ très s♣é❝✐✜q✉❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡
ré❝r✐t✉r❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❢❛✐t ❞❡ ❢❛ç♦♥ très ❣é✲
♥ér❛❧❡ ❞❛♥s ❞❡ ♥♦♠❜r❡✉① ❞♦♠❛✐♥❡s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐q✉❡ ♦ù ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t
❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t♦✉t❡s s♦rt❡s✱ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧❡s ❧❛♥✲
❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❡t❝✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st s♦✉✈❡♥t ❧✬é♠✐♥❡♥❝❡ ❣r✐s❡✱ ♣♦✉r ❝✐t❡r ❆❜❛❞✐
❡t ❛❧✳ ❬❆❈❈▲✾✶❪✱ ❞❡ ❝❡s ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❛r❝❡ q✉❡ s❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ✭r❡♠♣❧❛❝❡r ✉♥❡ ✈❛✲
r✐❛❜❧❡ ♣❛r ✏q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡✑✮ ❝❛❝❤❡ s♦✉✈❡♥t ❞❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠
❡♥ ♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❧✐❡✉rs✱ ❡t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡✳ ❘❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡st ❛❧♦rs ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❛✜♥ ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧❡ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞❡
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡ ✭❝✬❡st ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❢❛✐t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✮✳ ▼❛✐s
❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t à ❧❛ ♠♦✐t✐é ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ❡t ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té
♣❡✉t ❡♥❝♦r❡ êtr❡ ❝❛❝❤é❡ ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ❞✬✉♥❡
✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ❝r✉❝✐❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞✉ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❡t ❝✬❡st ❧❡ s✉❥❡t ❛✉q✉❡❧ ♥♦✉s
♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ q✉✐
❡st à ❧❛ ❢♦✐s ❡✣❝❛❝❡ ❛✉ s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡t très
♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞✉❛❧❡ ✭❡♥ ✉♥ s❡♥s q✉✐ s❡r❛ ♣ré❝✐sé ✉❧tér✐❡✉r❡♠❡♥t✮ ❞❡ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳ ▲❡s ♣r❡♠✐èr❡s ♣ré♠✐ss❡s ❞❡ ❝❡tt❡ ✐❞é❡ s♦♥t ❞✉❡s à ❑❡♥♥❛✇❛② ❡t ❙❧❡❡♣ ❬❑❙✽✽❪✱ ♦ù
❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ♦♥t été ✉t✐❧✐sé❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✳ ❈❡tt❡ ✐❞é❡ s❡r❛
❛❧♦rs ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ à ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❣é♥ér❛❧ ❛✐♥s✐
q✉✬à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳
❆♣❡rç✉✳ ▲❛ q✉❡st✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣♦s♦♥s s❡r❛ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ❛✈❡❝ ♣ré❝✐s✐♦♥ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷✱
♣✉✐s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ s❡r❛ ❝♦♥s❛❝ré❡ à ♣rés❡♥t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ q✉✐ ❡st ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞♦✐t ❛❧♦rs t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡ ❝❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱
♥♦✉s ✈❡rr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ❧♦rsq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭❚❘❙✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹✮
❡t ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❈❘❙✱ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✺✮✳ ❉❡s ❡①❡♠♣❧❡s ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡s
s❡r♦♥t ❞é✈❡❧♦♣♣és ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✻ ❡t ♥♦✉s ❝♦♥❝❧✉r♦♥s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✼✳
■■■✳✷ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡
▲❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❡t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛✉tr❡s s②stè♠❡s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡ ♠❛♥✐èr❡
r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❛❜str❛✐t❡ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❞❡ ❚✉r✐♥❣✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ▲✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st
✉♥ ❛s♣❡❝t ♣❧❛✐s❛♥t ❞❡ ❝❡s s②stè♠❡s✱ t♦✉t❡❢♦✐s ❧❡ ✈r❛✐ ❝♦ût ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t ❛❧♦rs êtr❡ très ❞✐✣❝✐❧❡
à ❡st✐♠❡r ❡t ♣❡✉t ❞é♣❡♥❞r❡ ❞❡ ❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❛❜str❛✐t ❡st ✐♠♣❧❛♥té ❝♦♥❝rèt❡♠❡♥t✳
■❧ ② ❛ q✉❡❧q✉❡s rés✉❧t❛ts ❛✉ s✉❥❡t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✮ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s②stè♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥ t❤é♦rè♠❡ ❝❧❛ss✐q✉❡ ❞❡
❙t❛t♠❛♥ ét❛❜❧✐t q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ét❛♣❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥♦♥✲é❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❬❙t❛✼✾❪✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s
êtr❡ ❝♦♥s✐❞éré❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❛t♦♠✐q✉❡ ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ✉♥❡ tr❛♥s✐t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡
❞❡ ❚✉r✐♥❣✮✱ ❡t ❝❡❝✐ ♠♦t✐✈❡ ✉♥❡ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❞✬ét❛♣❡s ♣❧✉s ❛t♦♠✐q✉❡s✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ✉♥❡
■■■✳✷✳ P♦s✐t✐♦♥ ❞✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ✻✾
✐❞é❡ très ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❆❜❛❞✐ ❡t ❛❧✳ ❬❆❈❈▲✾✶❪ ❡st ❞❡ ♠❡ttr❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✱ ❡①✲
t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ❡♥ ❢❛✐s❛♥t ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝❤♦✐①
q✉❛♥t à s❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡t ❡♥ ét❛♥t ♣❧✉s ❝♦♥❝r❡t✱ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❛♥t à ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s ❝❤♦s❡s s♦♥t
❡✛❡❝t✉é❡s✱ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✳ ❈❡❝✐ ❛ ♠♦t✐✈é ✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ✈❛r✐été ❞❡ tr❛✈❛✉① ❞❛♥s
❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❛✐♥s✐ ♥♦♠♠é ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❆❈❈▲✾✶✱ ▲❘❉✾✺✱ ❉●✵✶❪
s❛♥s ♣rét❡♥t✐♦♥ ❞✬❡①❤❛✉st✐✈✐té✮✳
P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✭tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧✱ ✐♠♣❧✐❝✐t❡✮✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ à
❧✬❛✐❞❡ ❞✬é❣❛❧✐tés t❡❧❧❡s q✉❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✮ ✿
(t u){x := v}
∆
= (t{x := v}) (u{x := v}).
❈❡❝✐ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡①t❡♥s✐♦♥♥❡❧❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ♥✬❡st ♣❛s s❡♥sé❡ ✐♥❞✐q✉❡r ❝♦♠♠❡♥t
❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥ t{x := v} ♥✬❡st
♣❛s ❞✉ t♦✉t ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✿ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t t♦✉t❡s ❞❡✉① ❡♥
❞❡❤♦rs ❞✉ s②stè♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ ♣♦✐♥t tr♦♠♣❡✉r ❡st q✉❡ ❝❡tt❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ❝♦♥str✉❝t✐✈❡ ❛✉
s❡♥s ♦ù ❡❧❧❡ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭✐♥t❡♥t✐♦♥♥❡❧✮✱ ❡♥ ♦r✐❡♥t❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❝❡s é❣❛❧✐tés
✭❞❡ ❣❛✉❝❤❡ à ❞r♦✐t❡✮ ❝♦♠♠❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✭♦ù t[x/v] ❢❛✐t ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✮ ✿
(t u)[x/v]→ (t[x/v]) (u[x/v]).
❈❡❝✐ ❡st ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭♣♦✉r ♥❡ ♣❛s ❞✐r❡ ♥❛ï✈❡✮ ❞❡ r❡♥❞r❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ♣♦✉r ❧❛ r❛✐s♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ x ♥✬❛♣♣❛r❛✐ss❡ ❧✐❜r❡ q✉❡ ❞❛♥s t ❡t ♣❛s ❞❛♥s u✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❡✛❡❝t✉♦♥s
♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ tr❛✈❛✐❧ ✐♥✉t✐❧❡ ✿
✕ ♣♦✉r ❝♦♣✐❡r v ❀
✕ ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s u[x/v] ❀
✕ ♣♦✉r ❡✛❛❝❡r ✜♥❛❧❡♠❡♥t v q✉❛♥❞ ♥♦✉s ré❛❧✐s♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s ✏♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✑ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡ q✉✐ s❡r❛ ✈r❛✐♠❡♥t ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❝♦ût❡✉①
♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❝❧❛✐r ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ✭♠♦✐♥s✱ ♠❛✐s t♦✉❥♦✉rs✮ ❛❜str❛✐t✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❛✈❡❝ ✉♥❡
str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✱ ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ❡✛❡❝t✉é❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡ v✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ré❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❝❡ st❛❞❡✱ ❡t ✐❧ s✉✣t s❡✉❧❡♠❡♥t
❞❡ ❞✉♣❧✐q✉❡r ✉♥ ♣♦✐♥t❡✉r ✈❡rs v ✭❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t q✉✬✉♥ t❡❧ ♦✉t✐❧ s♦✐t ❞✐s♣♦♥✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡
❝♦♥❝r❡t✮✳
❈❡❝✐ ♥♦✉s ✐♥❝✐t❡ à ❡①♣r✐♠❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ✭❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛ ❢❛✐t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t✮ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(t u)[x/v]→ (t[x/v]) u s✐ x ∈ ❢✈(t) ❡t x 6∈ ❢✈(u).
❈❡tt❡ s♦❧✉t✐♦♥ é✈✐t❡ ❧❡s ❞é❢❛✉ts ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ♠❛✐s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❝♦ût ♣❡✉t êtr❡ ❝❛❝❤é
❞❛♥s ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ ③ér♦ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s ❛ ✉♥ ❝♦ût ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❈✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t
tr♦♣ ❝❤❡r ♣♦✉r ✉♥ s❡✉❧ ♣❛s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛✣♥❡r ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✱ ❡t ❝✬❡st ❧❡ s✉❥❡t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
✼✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
■■■✳✸ ❉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❝♦♠♠❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ◆♦✉s tr❛✐t❡r♦♥s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✹ ✭❚❘❙✮ ❡t ■■■✳✺ ✭❈❘❙✮✱
❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ✐❝✐ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡♠❡♥t ❛✉① t❡r♠❡s✳ P♦✉r r❡♥❞r❡ ♥♦tr❡ ♣r♦♣♦s ♣❧✉s
❝♦♥❝r❡t ❡t ❛❝❝❡ss✐❜❧❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡ ❝♦♠♠❡ ❝❡✉① ❞❡s s②stè♠❡s
❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭❚❘❙✮✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s ✐❞é❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛❜str❛✐t❡♠❡♥t à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ♠♦♥tr❡r♦♥s
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✺ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡✳
■■■✳✸✳✶ ❱❛r✐❛❜❧❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s T = T (F ,V) ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ ✿
t ::= x | f(t1, . . . , tn) ♦ù x ∈ V ❡t f ∈ F ❞✬❛r✐té n.
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡st ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♣❛r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❢✈ : T → P(V) ✭♦ù P(X) ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣❛rt✐❡s ❞❡ X✮ ✿{
❢✈(x) = {x}
❢✈(f(t1, . . . , tn)) = ❢✈(t1) ∪ . . . ∪ ❢✈(tn)
❈✬❡st ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❝❡❝✐ ❞♦♥♥❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ✭♥❛ï❢✮ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛s❝❡♥❞❛♥t❡ ✭❜♦tt♦♠✲✉♣✮ ✿ ♣❛rt✐r ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✮ ❡t✱ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✱ ♣r❡♥❞r❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞❡s
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❛♥s t♦✉s ❧❡s ✜❧s ✭s♦✉s✲t❡r♠❡s✮ ❞✉ ♥÷✉❞✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡t ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ♠✐❡✉① q✉❡ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ❡s♣ér❡r s❛♥s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣ré❛❧❛❜❧❡✱ ♠❛✐s ❝❡ q✉✐ ❡st ❝♦ût❡✉①✳ ❙✐ ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s s♦♥t ❞✬✐♠♣♦rt❛♥❝❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷✮✱ ❝❡ ♥❡ s❡r❛✐t
❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✐❞é❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ❯♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡
s♦❧✉t✐♦♥ s❡r❛✐t ❞❡ ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❛✐♥s✐ q✉❡ s♦♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡
❞✬✉♥ ❝♦✉♣❧❡ (t, ❢✈(t))✱ ❡t ❞❡ s✬❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞é✜♥✐r
✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥  s✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ t❡r♠❡s ❡t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s t❡❧s q✉❡ s✐ t→ u
❛❧♦rs (t, ❢✈(t)) (u, ❢✈(u))✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ s✐ t → u✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❢✈(t) ♥❡ s✉✣t ♣❛s ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❢✈(u) ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❧✉s r✐❝❤❡✳ ❈♦♥♥❛✐ss❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ l → r ✉t✐❧✐sé❡ ❡t ❢✈(t′) ♣♦✉r
t♦✉t t′ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s❡r❛ ❢❛❝✐❧❡ à ♠❛✐♥t❡♥✐r✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥ ♣❛s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st
❧♦❝❛❧ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s q✉✬✐❧ ♥❡ ♠♦❞✐✜❡ ♣❛s ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s s✉✣s❛♠♠❡♥t ♣r♦❢♦♥❞s✳ ▲❡ ❝❛♥❞✐❞❛t
s✉✐✈❛♥t ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❡st ❞♦♥❝ ✿ (t, {❢✈(t′), t′ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t})✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❝✬❡st ❧é❣èr❡♠❡♥t tr♦♣ ✿ ❡♥ ❢❛✐t s❡✉❧❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ✐♠♠é❞✐❛ts
❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❙✐ t = f(t1, . . . , tn)✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❢✈(ti) ♣♦✉r 1 ≤ i ≤ n✳
❙✐ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s υt : {1, . . . , n} → P(V) ♣❛r υt(i) = ❢✈(ti)✱ ❛❧♦rs (t, υt) ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❝❡ q✉❡
⋃
1≤i≤n υt(i) = ❢✈(t) ✭υt ❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r r❡tr♦✉✈❡r ❢✈(t)✮✱ ❡t υt(i) =⋃
1≤j≤m υti(j) ✭♣♦✉r ❧❡ ❜♦♥ m✮✱ ❛✐♥s✐ υ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥❞✉❝t✐❢✳ ■❧ ❡st à ♥♦t❡r q✉❡ υt ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ✭❛✉ s❡♥s ♠❛t❤é♠❛t✐q✉❡✮✱ ❡t ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❝✬❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r❝❡
■■■✳✸✳ ❉❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❛✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ✼✶
q✉❡ s♦♥ ❞♦♠❛✐♥❡ ❡st ✜♥✐ ✭❡t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♣❡t✐t✮✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t
r❡♣rés❡♥té ♣❛r ✉♥ t❛❜❧❡❛✉✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s❡r♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡❧❛ ❡t ♦♠❡ttr♦♥s ❧✬ét❛♣❡ ✜♥❛❧❡
✈❡rs ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳
■■■✳✸✳✷ ❘❡♥✈❡rs♦♥s ❧❛ ✈❛♣❡✉r
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s②♠♣❛t❤✐q✉❡ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❞✬✉♥ t❡r♠❡✳ ❈❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈r♦♥s tr❛✈❡rs❡r ✭✉♥
❝❡rt❛✐♥ t②♣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s r❡♣rés❡♥t❛♥t✮ ❞❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ♣♦✉r t❡st❡r ❧✬❛♣♣❛rt❡♥❛♥❝❡✳ ❈❡ ♥✬❡st ♣❛s
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s✳ P♦✉r ❝❤❛q✉❡ ♣♦s✐t✐♦♥ i ❞❛♥s ✉♥ s②♠❜♦❧❡ f ❞✬❛r✐té n✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ ti✮✱
♠❛✐s ❡♥ ré❛❧✐té ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❧✬✐♥✈❡rs❡ ✿ ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ x ❞✉ t❡r♠❡ f(t1, . . . , tn)✱
♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♥♥❛îtr❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ✭♠❛①✐♠❛❧✮ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s i t❡❧❧❡s q✉❡ x ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❧✐❜r❡
❞❛♥s ti✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ♣r♦♣❛❣❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r x ❞❛♥s ❝❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s
s❡✉❧❡♠❡♥t✳
◆♦t♦♥s Ln = P({1, . . . , n})✱ ❡t L = ⊎n∈NLn✱ ♦ù ⊎ ❞é♥♦t❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❞✐s❥♦✐♥t❡✳ ❖♥ ❛♣♣❡❧❧❡
L ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ♦✉ ❞❡s ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥s✳ ❙✐ S ∈ L✱ ♥♦✉s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt♦♥s
❞✬êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉❛♥t ❛✉ n t❡❧ q✉❡ ❧❡ S ∈ Ln ♣❛r ✐♥❞✐ç❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Sn✳ ◆♦✉s ❛❜ré❣❡♦♥s
{1}1 ❡♥ ✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿ {1, . . . , n} → P(V) ≃ {1, . . . , n}×V → 2 ≃ V×{1, . . . , n} → 2 ≃
V → P({1, . . . , n}) = V → Ln ✭♦ù 2 ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ à ❞❡✉① é❧é♠❡♥ts✮✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t υt ❞é✜♥✐t
❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡ {1, . . . , n} ❡t V ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡✳ ❆❧♦rs
❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♠♦❞✐té ✭✐❧ ❢❛✉t t♦✉❥♦✉rs ♣❡♥s❡r ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛❜❧❡❛✉✮ ❞❡
❧✬♦r✐❡♥t❡r ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ V → Ln✱ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s σt ❡t ❛♣♣❡❧♦♥s ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ t ✭♥♦t❡r
q✉❡ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ P❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ R ♣❛r iRx⇔ x ∈ υt(i) ❡t R−1 ♣❛r xR−1 i⇔ iRx✳ ❆❧♦rs σt ❡st ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ V → Ln
t❡❧❧❡ q✉❡ xR−1 i ⇔ i ∈ σt(x)✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t s✐ x ∈ V✱ σt(x) ❞♦♥♥❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s
✐♠♠é❞✐❛t❡s ❞❡ t ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ❛♣♣❛r❛ît ❧✐❜r❡✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ♦ù ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r x
❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡✳
■■■✳✸✳✸ ❚r❛❞✉❝t✐♦♥s
➱t❛♥t ❞♦♥♥é ✉♥ t❡r♠❡ t ∈ T ✱ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥✐t✐❛❧ ❞❡ σ✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
σt′(x) ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ t′ ❞❡ t ❡t ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ x ✭♥♦t❡r q✉❡ σt′(x) 6= ∅ s❡✉❧❡♠❡♥t
♣♦✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞❡ x✮✳ ▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❡✛❡❝t✉é❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✱ ♣✉✐s σ ❡st s✉♣♣♦sé❡
êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧é❡ ✐♥❝ré♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❡♥ é✈✐t❛♥t ❞❡ r❡❝♦♠♣✐❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t✮
♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❀ ❝❡ s✉❥❡t ❡st ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ■■■✳✹ ❡t ■■■✳✺✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❛r J·K✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ JtK = (t, σ)✳ ▲❛ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❜❛s ♥✐✈❡❛✉ ❡st
❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞❡ ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❞✉ t❡r♠❡ t✱ ♥♦✉s ❛tt❛❝❤♦♥s ✉♥ t❛❜❧❡❛✉ ❞❡
❧✐st❡s ❞✬❡♥t✐❡rs ✭❧❡s ♣♦s✐t✐♦♥s✮ ✐♥❞❡①é ♣❛r ✭✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ✜♥✐ ❞❡✮ V✳ ▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ❢❛✐t❡ ❡♥ ❝❛❧❝✉❧❛♥t ❧❡s ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡t ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❧❛
r❡❧❛t✐♦♥ ❞✉❛❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à υ✳
❊♥ ② ♣❡♥s❛♥t ❝♦♠♠❡ à ✉♥❡ ♠❛tr✐❝❡ à ❝♦❡✣❝✐❡♥ts ❞❛♥s {0, 1} ✐♥❞❡①é❡ s✉r {1, . . . , n} ❡t V✱
✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬❛✉❝✉♥ s✉r❝♦ût ♥✬❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ✿ ✐❧ s✉✣t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✐r❡ ❞✬❛❜♦r❞ ❧❡s ❝♦❧♦♥♥❡s
❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ❧✐❣♥❡s✳ ▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❡♥t✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❛ ❛✐♥s✐ ✉♥❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡ q✉✐
✼✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❡st très ❛❝❝❡♣t❛❜❧❡ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡❝✐ ❡st ❝❡♥sé êtr❡ ❢❛✐t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❢♦✐s✳
❊①❡♠♣❧❡ ■■■✳✸✳✶
❊♥ ❣✉✐s❡ ❞✬✐❧❧✉str❛t✐♦♥✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f ❡t g s♦♥t ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❡t x✱ y✱ z s♦♥t
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❙♦✐t t = f(x, y, g(x, z))✱ ❛❧♦rs s♦♥ ❞✐r❡❝t❡✉r σ ❡st ❞♦♥♥é ♣❛r ✿
σx : x 7→ {1} y 7→ ∅ z 7→ ∅
σy : x 7→ ∅ y 7→ {1} z 7→ ∅
σz : x 7→ ∅ y 7→ ∅ z 7→ {1}
σg(x,z) : x 7→ {1} y 7→ ∅ z 7→ {2}
σt : x 7→ {1, 3} y 7→ {2} z 7→ {3}
❆ ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛♥♥♦té✱ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♣♦✉✈♦✐r r❡❧✐r❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦♠♠❡
✉♥ t❡r♠❡ st❛♥❞❛r❞✱ ❝✬❡st ❝❡ q✉✬♦♥ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ❝❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ L·M✳ ❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ♣rés❡r✈♦♥s ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s ♥♦♠s ❞❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ❛✐♥s✐ ❧❛ r❡❧❡❝t✉r❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ✿ ✐❧ s✉✣t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞✬♦✉❜❧✐❡r σ✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t LJtKM =
L(t, σ)M = t✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♥♦✉s ✐❣♥♦r♦♥s ❥✉st❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡
❛tt❛❝❤é❡ à ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞✳
■■■✳✸✳✹ ❘❡♠❛rq✉❡s
P♦✉r ❧❛ ❝❧❛rté ❞❡ ❧✬❡①♣♦sé✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❝♦♥s✐❞éré ✉♥❡ ❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❝♦♥❝rèt❡ ❛✉ ❝♦✉rs
❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ très ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ❞é♣❡♥❞❡♥t ❞❡ ❝❡tt❡ str✉❝t✉r❡ ❝♦♥❝rèt❡✳ ❊♥
❢❛✐t✱ ♥♦tr❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t ❡st ❛ss❡③ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r s✬❛❞❛♣t❡r à ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝❛❞r❡ ♠✉♥✐ ❞✬✉♥❡
❛❧❣è❜r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✱ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❞✬❡♥s❡♠❜❧❡s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✭❞é✜♥✐s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✮✳
❯♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✱ q✉✐ ❡st ❝❡❧❧❡ ❛❞♦♣té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✱ ❝♦♥s✐st❡ à ♠❡ttr❡
❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t ::= x | f(t1, . . . , tn)
σ ♦ù σ : V → Ln.
❈❡❧❛ ❛ ❧✬❛✈❛♥t❛❣❡ ❞✬êtr❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ❧❛ ❢♦✐s q✉❛♥t ❛✉① t❡r♠❡s s✉r ❧❡sq✉❡❧s σ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ❡t
à ❧❛ ❧♦❝❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P❛r ❝♦♠♠♦❞✐té✱ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❣❛r❞❡r ❝❡t ❛s♣❡❝t ✐♠♣❧✐❝✐t❡
❞❛♥s ❧❛ s✉✐t❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡ s♦✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s à ❧✬❡s♣r✐t q✉❛♥❞
♥♦✉s ♣❛r❧♦♥s ❞❡ (t, σ)✳
■■■✳✹ ▼❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♦❜t❡♥✉ ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❛♣♣r♦♣r✐é❡ ❛✉ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s ❡①♣♦sés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷✳ ❈❡❧❛ ❛✉r❛✐t ♣❡✉ ❞✬✐♥térêt s✐
❝❡tt❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♥❡ ♣♦✉✈❛✐t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ✉♥ ❝♦ût r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❜❛s✳
◆♦✉s ❞é♠♦♥tr♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ q✉✬✐❧ ♥✬❡♥ ❡st r✐❡♥✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s ❛✈❡❝ ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s
✭❚❘❙✮ ❬❉❏✽✾✱ ❚❡r✵✸❪✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ s♦✐❡♥t s✉❜s✉♠és ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡ tr❛✐t❛♥t ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❈❘❙✮✳
■■■✳✹✳ ▼❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ✼✸
■❧ ② ❛ ✉♥ ❧é❣❡r ♣❛r❛❞♦①❡ ❞❛♥s ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿ ❧✬✐♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❡st ♠♦t✐✈é❡
♣❛r ❧❛ ♥é❝❡ss✐té ❞✬❛✈♦✐r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡
ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉✐ ♥❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t ♣❛s ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❝❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ rè❣❧❡s✳
■❧ s❡r❛ ❝❧❛✐r q✉✬❛❥♦✉t❡r ❞❡ t❡❧❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ♥❡ ♣♦s❡ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ❡t q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
♣❡r♠❡tt❡♥t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s t❡r♠❡s ❞é❥à ❛♥♥♦tés ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ♦❜t❡♥✉s à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛✲
t✐♦♥✱ ♠❛✐s ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t✮ ❡t ❡①♣❧✐q✉♦♥s ❝♦♠♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r
♣rés❡r✈❡r ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❝♦rr❡❝ts✳
■■■✳✹✳✶ ❙②♥t❛①❡
▲❡s t❡r♠❡s t ❡t t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés t s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
t ::= x | f(t1, . . . , tn) ♦ù x ∈ V, f ∈ F ❞✬❛r✐té n
t ::= (t, σ) ♦ù σ : T → V → L.
▲❡s t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés t s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s (t, σ) ♦ù σ : T → V → L ❡st ✉♥❡
❢♦♥❝t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭♥♦✉s ♥♦t♦♥s σt ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ σ(t)✮ t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ s✐ x ∈ V✱ σx(y) =
{
 s✐ y = x,
∅ s✐♥♦♥;
✕ s✐ f(t1, . . . , tn) ∈ T ✱ ∀i, 1 ≤ i ≤ n, ∀x ∈ V, σti(x) 6= ∅⇒ i ∈ σf(t1,...,tn)(x).
❘❡♠❛rq✉❡ ■■■✳✹✳✶
❯♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s r❡str✐❝t✐✈❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ⇒ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r ⇔✳ ❈❡tt❡ ❞é✜♥✐✲
t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ♣❡r♠❡t ❞❡ ré❝✉♣ér❡r ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡t ❞♦♥♥❡
✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ❡st ♣❧✉s ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❝❡tt❡
r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝❤♦✐s✐❡ ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❛❜str❛✐t❡ ✿
✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❡✉t s♦✉❞❛✐♥❡♠❡♥t ❞✐s♣❛r❛îtr❡ ❡♥ ❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✱ ♠❛✐s ❛✉ ♠♦✐♥s✱
♥♦✉s s♦♠♠❡s sûrs ❞❡ ❧❡s ❛tt❡✐♥❞r❡ t♦✉t❡s✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t♦♥s ❝❡ ♣♦✐♥t ♣❧✉s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
▲❡♠♠❡ ■■■✳✹✳✷
▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❞♦♥♥❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés ✈❛❧✐❞❡s
✭② ❝♦♠♣r✐s ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❢♦rt✮✳
■■■✳✹✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥
❈♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✷✱ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❡st ❝♦♥st✐t✉é ❞✬✉♥
❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s l→ r ❞❡ t❡r♠❡s✱ ❛♣♣❡❧é❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✱ ❡t ♥♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ t s❡ ré❝r✐t
❡♥ u s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ l→ r✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❞❡ t ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
ς t❡❧s q✉❡ t|p = lς ❡t u = t[rς]p✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t❡❧s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❡st l
✭♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮ ❡t t❡❧s q✉❡ u ❡st t ♦ù ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r
r ✭♠♦❞✉❧♦ ❧❛ ♠ê♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✮✳
✼✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
t
p
l
✳ ✳ ✳ς
−→
u
p
r
ω − δ − ǫ
✳ ✳ ✳ς
❋✐❣✳ ■■■✳✶ ✕ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❚❘❙
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❡st ❥✉st❡ ✉♥ r❡♠♣❧❛❝❡♠❡♥t ❧♦❝❛❧ ❞❡ l ♣❛r r ❞❛♥s t✱ s❛♥s ❝❤❛♥❣❡r ❧❡
❝♦♥t❡①t❡ ❡♥❣❧♦❜❛♥t l✳ ❈❡❧❛ s✬❡①♣❧✐q✉❡ ♠✐❡✉① ❣r❛♣❤✐q✉❡♠❡♥t ✿ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ♣❛rt✐❡
❞✉ t❡r♠❡ q✉✐ ❝❤❛♥❣❡ ❡st ❝❡❧❧❡ ❞✉ ♠✐❧✐❡✉ ✿ ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❡t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s✳ ◆♦t♦♥s
❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ tr♦✐s t②♣❡s ❞❡ ❝❤♦s❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ ♠❛rq✉é❡ ω− δ− ǫ✳ ▲❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s q✉✐ s♦♥t ❧✐❜r❡s à ❧❛ ❢♦✐s ❞❛♥s l ❡t ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ς ♣❡✉✈❡♥t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s r à ❞❡s
❡♥❞r♦✐ts ❞✐✛ér❡♥ts ✭ré❛rr❛♥❣❡♠❡♥t✮✱ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ✭❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ♦✉ ♣❛s ❞✉ t♦✉t ✭❡✛❛❝❡♠❡♥t✮✳
❈❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ s❡r❛ ❝r✉❝✐❛❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ♣❧✉s t❛r❞✳
❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♠✉♥✐ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■■✳✹✳✸ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
❯♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❛♥♥♦té❡✮ ς ❡st ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ t♦t❛❧❡ ❞❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✭❛♥♥♦tés✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ✉♥ ♥♦♠❜r❡
✜♥✐ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s s❡✉❧❡♠❡♥t✱ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ✐❞❡♥t✐q✉❡♠❡♥t à V ✭❝✬❡st✲
à✲❞✐r❡ ς(x) = x ♣❛r ❞é❢❛✉t✮✳ ▲❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ ς ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s x t❡❧s q✉❡ ς(x) 6= x✳
◆♦✉s ✈♦✉❞r✐♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ♣❛✐r❡ l  r ❞❡ t❡r♠❡s
❛♥♥♦tés ❡t ❞✐r❡ q✉❡ t s❡ ré❝r✐t ❡♥ u s✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ rè❣❧❡ l  r✱ ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ p ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
s②♥t❛①❡ ❞❡ t ❡t ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥♥♦té❡ ς t❡❧s q✉❡ t|p = lς ❡t u = t[rς]p✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✐♥s✐ ❞é✜♥✐r ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ tς ❞❡ t ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ❡♥
♣rés❡♥❝❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs✳ ◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é✈✐❞❡♠♠❡♥t ✈ér✐✜❡r ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
tς = JLtMςK
♦ù ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ♥♦♥ ét✐q✉❡tés ❤❛❜✐t✉❡❧s✱ ♣✉✐s ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❝♦♠♣✐❧é
à ♥♦✉✈❡❛✉✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧✱ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s r❡❝♦♠♣✐❧❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❡t ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt ❝♦ût❡✉s❡✳
■■■✳✹✳ ▼❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ✼✺
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■■✳✹✳✹
▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣❡✉t êtr❡ ❞é✜♥✐❡ ♣❛r (t, σ)ς = (tς, σ′) t❡❧ q✉❡ ✿

σ′x = σς(x)
σ′f(t1,...,tn)(x) =
⋃
y,σς(y)(x) 6=∅
σf(t1,...,tn)(y).
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s❛t✐s❢❛✐t ❧❛ s♣é❝✐✜❝❛t✐♦♥ tς = JLtMςK ✿


σ′x = σxς = σς(x)
σ′f(t1,...,tn)(x) = σf(t1,...,tn)ς(x) = σf(t1ς,...,tnς)(x)
=
⋃
y,x∈❢✈(yς)
σf(t1,...,tn)(y) =
⋃
y,σς(y)(x) 6=∅
σf(t1,...,tn)(y).

■■■✳✹✳✸ ▲♦❝❛❧✐té
▲❡ r❡❝❛❧❝✉❧ ❞✉ ❞✐r❡❝t❡✉r ❛tt❛❝❤é à ✉♥ ♥÷✉❞ ❞♦♥♥é ❡st ❞♦♥❝ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❡①♣r❡ss✐♦♥
❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■■■✳✶✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉✬✐❧ ❢❛✉t r❡❝❛❧❝✉❧❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
♣❛rt♦✉t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ r ❞❛♥s u✱ ♠❛✐s ❝✬❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡✳ ▼❛✐s ❞❡✈♦♥s✲
♥♦✉s é❣❛❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉❡r ❝❡ r❡❝❛❧❝✉❧ ♣❛rt♦✉t ❛✐❧❧❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❄
▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❞é♣❡♥❞❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ s❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s✱
❡t ✐❧ ❡♥ ✈❛ ❞❡ ♠ê♠❡ ♣♦✉r σ✳ ◆♦tr❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❞❡ r q✉✐
s♦♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞❡ ς ✭❡♥ ❜❛s ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❝♦♥s❡r✈❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❛✉❝✉♥ r❡❝❛❧❝✉❧ ♥✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❡ ♠ê♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t ✈❛✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♥÷✉❞
❞❡ ❧❛ ♣❛rt✐❡ s✉♣ér✐❡✉r❡ ❞✉ t❡r♠❡ ✭❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✮ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s s✉r ✉♥ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rs p✳
■♠❛❣✐♥♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t q✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ré❛rr❛♥❣❡♠❡♥ts ♦✉ ❞❡s ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥s s❡ ♣r♦❞✉✐s❡♥t
❞❛♥s ❧❛ ❜♦ît❡ ω−δ−ǫ ✭♣❛s ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✮✳ ❆❧♦rs à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡st
❧❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s u q✉❡ ❞❛♥s t ✭♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬✉♥✐♦♥ ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐✈❡✱ ❝♦♠♠✉t❛t✐✈❡ ❡t ✐❞❡♠♣♦t❡♥t❡✮✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦❞✐✜és ♥♦♥ ♣❧✉s s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rs p✱ s❛✉❢
♣❡✉t✲êtr❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❡①❛❝t❡♠❡♥t p ✭♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❢♦✉r♥✐ss❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r
❧❡s ✜❧s ❞✉ ♥÷✉❞ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✮✳
❊♥ ❝❛s ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ❧❡s ♥÷✉❞s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞❡ p ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❥✉sq✉✬à p✮ ❞♦✐✈❡♥t
♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r s✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♥s❡r✈❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①❛❝t❡ s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❝❡s ♥÷✉❞s✳ ❈❡ ❝♦ût ❡st ♣r♦♣♦rt✐♦♥♥❡❧ à ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡ p✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡
❛❝❝❡♣t❛❜❧❡✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❝♦♠♠❡
♥♦✉s ❧❡ ❢❡r♦♥s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s r❡st❛✉r❡r ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ❞❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❡♥ ❛❜❛♥✲
❞♦♥♥❛♥t ❧❛ ♠✐s❡ à ❥♦✉r ❧❡ ❧♦♥❣ ❞✉ ❝❤❡♠✐♥ ✈❡rs p✱ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r ✐♥✉t✐❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s q✉✐ s❡r♦♥t ❡✛❛❝é❡s ♣❧✉s t❛r❞✳ ❆ ♣❡✉ ❞❡ ❝❤♦s❡s ♣rès✱ ❝✬❡st ❛✉ss✐ ❡✣❝❛❝❡✱ ❡t ❝❡❧❛
♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣t❡r ❝❡ ❝♦ût ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧❡ ❝❛❝❤❡r ❞❛♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s
✼✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
t❡r♠❡s✱ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥ ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❤❛❜✐✲
t✉❡❧❧❡♠❡♥t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❀ ♠❛✐s q✉❡❧q✉❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
■■■✳✺ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝t❡✉rs
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❞é✜♥✐ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✉ ♣r❡♠✐❡r
♦r❞r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡s r❡♥❝♦♥tré ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✷ ❢❛✐t ✐♥t❡r✈❡♥✐r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❀ ❝✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❝❡ tr❛✈❛✐❧ à ❧❛ ré❝r✐t✉r❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❞❛♥s ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❧❛ ♣rés❡♥❝❡ é✈❡♥t✉❡❧❧❡ ❞❡ ❧✐❡✉rs✳
◆♦✉s ❛❞❛♣t♦♥s ❞♦♥❝ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ✭❈❘❙✱
✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✹✮✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡ ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ très ❣é♥ér❛❧✳
▲✬❛❞❛♣t❛t✐♦♥ ❛✉① ❈❘❙ ❡st s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ ♠❛✐s ♠❛❧❤❡✉r❡✉s❡♠❡♥t
♣❛s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♣r❛t✐q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛❞❛♣t❡r♦♥s ❛❧♦rs
❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✺✳✺ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❛✉ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡s s②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭❊❙❈❘❙✱ ✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✹✳✸✮✱ q✉✐ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥
❝❛❞r❡ ♣❧✉s ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❞♦♥♥❡r ✉♥ ❝♦ût ré❛❧✐st❡ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧✱ t♦✉t ❡♥ ❜é♥é✜❝✐❛♥t ❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡
❧✐❡✉r✳
■■■✳✺✳✶ ❙②♥t❛①❡
P♦✉r ❛❞❛♣t❡r ❛✉① ❈❘❙ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❡✛❡❝t✉é s✉r ❧❡s ❚❘❙✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥
❧❡s ❞❡✉① ❛s♣❡❝ts s✉✐✈❛♥ts ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✹✮ ✿
✕ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ [x]t ❀
✕ ❧❛ ❞✐st✐♥❝t✐♦♥ ❡♥tr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s✳
▲❡ ♣r❡♠✐❡r ♣♦✐♥t ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t tr❛✐té ✿ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜❡r ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r
❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❛♥♥♦té✱ ♦♥ ❛✐t σ[x]t(x) = ∅ t❛♥❞✐s q✉❡ σt(x)
♣✉✐ss❡ êtr❡ ♥♦♥ ✈✐❞❡ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ♥♦✉s tr❛✈❛✐❧❧♦♥s s♦✉s ❧❛ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ❞❡ ❇❛r❡♥❞r❡❣t✮✳
▲❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t ❡st ♣❧✉s s✉❜t✐❧✳ ◆♦t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ s❡✉❧s ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t❡r♠❡s✳ ▲❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬♦♥t ❞❡ s❡♥s q✉❡
❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✱ ❛✐♥s✐ ❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❤♦✐① ❡st ❞✬❛♥♥♦t❡r ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✐t ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉❛♥❞ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ✉♥ t❡r♠❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ s♦rt❡
q✉❡ ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s q✉❛♥❞ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡st ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ▲❡s ♠ét❛t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z(t1, . . . , tn) s♦♥t ❛✐♥s✐ ❝♦♥s✐❞érés ❝♦♠♠❡ ✉♥❛✐r❡s
❡t ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Z(x, y) ❡st ❛♥♥♦té ♣❛r {Z 7→ , x 7→ , y 7→ }✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r
❧❡s ♠ét❛t❡r♠❡s ♠é❧❛♥❣❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❀ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱
❛♣rès ✐♥st❛♥t✐❛t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛✉r❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s✳
❯♥ ♠ét❛t❡r♠❡ ❛♥♥♦té ❡st ✉♥❡ ♣❛✐r❡ t = (t, σ) ♦ù t ❡st ✉♥ ♠ét❛t❡r♠❡ ❡t σ : MT →
(V ⊎ MV) → L ❡st ❛♣♣❡❧é ❞✐r❡❝t❡✉r✳ ■❝✐ ❡♥❝♦r❡✱ ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s σt(x) ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ σ(t)(x)✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ σt ❡st ❞❡ r❛♥❣ n s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ α✱ σt(α) ∈ Ln✳ ▲❡
❞✐r❡❝t❡✉r σ ❞♦✐t s❛t✐s❢❛✐r❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✭α r❡♣rés❡♥t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♦✉
♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡✮ ✿
✕ ❱❛r✐❛❜❧❡s ✿
✕ σx ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✶ ❀
✕ σx(x) =  ❀
■■■✳✺✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝t❡✉rs ✼✼
✕ σx(α) = ∅ ♣♦✉r α 6= x✳
✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥s ✿
✕ σ[x]t ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✶ ❀
✕ σ[x]t(x) = ∅ ❀
✕ σt(α) 6= ∅⇒ σ[x]t(α) =  ♣♦✉r α 6= x✳
✕ ❙②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✿
✕ σf(t1,...,tn) ❡st ❞❡ r❛♥❣ n ❀
✕ ∀i, 1 ≤ i ≤ n, (σti(α) 6= ∅⇒ i ∈ σf(t1,...,tn)(α))✳
✕ ▼ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ✿
✕ σZ(t1,...,tn) ❡st ❞❡ r❛♥❣ ✶ ✭❡t ♥♦♥ n✮ ❀
✕ σZ(t1,...,tn)(Z) =  ❀
✕ (∃i, 1 ≤ i ≤ n, σti(α) 6= ∅)⇒ σZ(t1,...,tn)(α) =  ❀
✕ (∀i, 1 ≤ i ≤ n, σti(α) = ∅)⇒ σZ(t1,...,tn)(α) = ∅ ♣♦✉r α 6= Z✳
▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❛ss✉r❡ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❡ σZ(x)(y) = ∅ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♣❡✉t ❛✈♦✐r σf(x)(y) =
❛✈❡❝ y ❡✛❛❝é ♣❧✉s ❜❛s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ✭❡♥ ❛rr✐✈❛♥t s✉r x ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✮✳
▲❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸ ❡t ♦♠✐s✳
■■■✳✺✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (l, σ)→ (r, σ′)✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❧❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ét❡♥❞✉❡ ❛✉① t❡r♠❡s
❛♥♥♦tés ♣❛r (t, σ)ς = (tς, σ′) ♦ù ✿
σ′x = σxς = σx, ❞✬♦ù σ
′
x(α) =
{
 s✐ α = x,
∅ s✐♥♦♥.
σ′[x]t = σ([x]t)ς = σ[x](tς), ❞✬♦ù σ
′
[x]t(α) =
{
 s✐ ∃β, σt(β) 6= ∅ ∧ σς(β)(α) 6= ∅,
∅ s✐♥♦♥.
▲❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡st ✐♥t❡r❞✐t❡ ♣❛r ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ❛✐♥s✐ σς(α)(x) = ∅ ♣♦✉r t♦✉t
α✳ ■❧ ❢❛✉t ❛✉ss✐ ♣ré❝✐s❡r q✉❡ ❧❛ q✉❛♥t✐✜❝❛t✐♦♥ ❡①✐st❡♥t✐❡❧❧❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ q✉✬✐❧
♥✬② ♣❛r❛ît✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❝❤❡r❝❤❡ ❡st ❜♦r♥é❡ à ❧❛ ❢♦✐s ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡ σt ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t✮ ❡t ♣❛r ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ s✉♣♣♦rt ❞❡ ς✳
σ′f(t1,...,tn) = σf(t1,...,tn)ς = σf(t1ς,...,tnς), ❞✬♦ù σ
′
f(t1,...,tn)
(α) =
⋃
σς(β)(α) 6=∅
σf(t1,...,tn)(β).
❉❡ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ❧✬✉♥✐♦♥ ❡st ✜♥✐❡ ❡t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❢❛❝✐❧❡✳
P♦✉r ❧❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς✳ ❙✐ ς(Z) = Z✱ ❛❧♦rs ✿
σ′Z(t1,...,tn) = σZ(t1,...,tn)ς = σZ(t1ς,...,tnς)
❞✬♦ù σ′Z(t1,...,tn)(α) =
{
 s✐ α = Z ♦✉ s✐ ∃i, β, σti(β) 6= ∅ ∧ σς(β)(α) 6= ∅,
∅ s✐♥♦♥.
✼✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❙✐ ς(Z) ❡st ✉♥❡ ✭♠ét❛✮✲♣r♦❥❡❝t✐♦♥✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ s✐ ς(Z) = λ(x1 . . . xn).xj ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ j✱
❛❧♦rs Z(t1, . . . , tn) = tj ❡t ✿
σ′Z(t1,...,tn)(α) =
{
∅ s✐ α = xk ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k,
σtj (α) s✐♥♦♥.
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱ ς(Z) = λ(x1 . . . xn).t ✭❡♥ s✬❛ss✉r❛♥t q✉✬❛✉❝✉♥ ❞❡s ❞❡✉① ❝❛s
♣ré❝é❞❡♥ts ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Z(t1, . . . , tn) = t{x1 := t1, . . . , xn := tn}✳
σ′Z(t1,...,tn)(α) =


∅ s✐ α = xk ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ k,
σt(α) ∪
⋃
1≤j≤n,
σtj (α) 6=∅
σt(xj) s✐♥♦♥.
■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉✣s❡♥t ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r
σ′✱ ❡t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s r❡q✉✐s ❡st ❜♦r♥é ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❡ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞✉ t❡r♠❡
✭♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞✬✉♥ s❡✉❧ ❞✐r❡❝t❡✉r✮✳
■■■✳✺✳✸ Pr♦♣r✐étés
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
é❣❛❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝t❡✉rs✳ P❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥✱ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉①
❞✐r❡❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❛♥❝✐❡♥s✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s
s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✺✳✶
▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❞❡s ✭♠ét❛✮✲t❡r♠❡s s❛♥s ❞✐r❡❝t❡✉rs ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ tς = JLtMςK ❛✈❡❝ ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✸✮✳
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈ér✐✜❡r q✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s s♦♥t
❝♦rr❡❝t❡s✳ 
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■■■✳✺✳✷
σ ❡st ❞✐t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ♣♦✉r t s✐ x ∈ ❢✈(t′)⇔ σt′(x) 6= ∅ ♣♦✉r t♦✉t s♦✉s✲t❡r♠❡ t′ ❞❡ t✳
▲❡♠♠❡ ■■■✳✺✳✸
✕ ❙✐ σ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ♣♦✉r t✱ ❛❧♦rs σ′ ✭❝♦♠♠❡ ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
❝♦rr❡❝t ♣♦✉r tς✳
✕ ❙✐ σ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ♣♦✉r t ❡t t→ u✱ ❛❧♦rs σ′ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦rr❡❝t ♣♦✉r u✱ ♦ù σ′
❡st ❞é✜♥✐ ❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡
t→ u✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡s ❢❛❝✐❧❡s ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■■■✳✺✳✶✳ 
■■■✳✺✳ ❙②stè♠❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦♠❜✐♥❛t♦✐r❡ ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝t❡✉rs ✼✾
❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✺✳✹ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥✮
❙✐ t u s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés✱ ❛❧♦rs LtM → LuM s✉r ❞❡s t❡r♠❡s st❛♥❞❛r❞✳
t ✲ u
t
L·M
❄
✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
✲ u
L·M
❄
✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
Pr❡✉✈❡✳ ❘❛♣♣❡❧♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ L·M ❡✛❛❝❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ❞♦♥❝ ✐♠♠é❞✐❛t
s✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ♥✬♦♥t ♣❛s ❞❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝❡❧❛ s✉✐t ❞✉
▲❡♠♠❡ ■■■✳✺✳✸✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ■■■✳✺✳✺ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡✮
❙✐ t→ u s✉r ❞❡s t❡r♠❡s st❛♥❞❛r❞✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❛♥♥♦té u t❡❧ q✉❡ JtK  u s✉r ❧❡s
t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés ❡t LuM = u✳
t ✲ u
t
J·K
❄
✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
✲ u
L·M
✻
✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
Pr❡✉✈❡✳ ❊♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■■■✳✺✳✸✳ 
■■■✳✺✳✹ ▲♦❝❛❧✐té
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉ ❝❛s ❞❡s ❚❘❙✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❣❛r❛♥t✐r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣rés❡♥t q✉❡
❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♠✐s à ❥♦✉r ❡st ♣❡t✐t✳ ❈❡❧❛ ❡st ❞û ❛✉ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❛♥s ❧❡s ❈❘❙✱ ❡t ❧✬♦♥ r❡tr♦✉✈❡ ❞♦♥❝ ❝❡tt❡ ♣r♦♣r✐été ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡
❞❡s ❈❘❙ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✭❊❙❈❘❙✱ ✈♦✐r s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡ t②♣✐q✉❡✳ ▲❡ λ✲
❝❛❧❝✉❧ ❡st ✉♥❡ ✐♥st❛♥❝❡ ❞❡ ❈❘❙ ✭✈♦✐r ❬❑❖❘✾✸❪✮✱ ❞♦♥t ❧❡s s②♠❜♦❧❡s s♦♥t λ ✭❞✬❛r✐té ✶✮ ❡t
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♥♦té❡ @ ✭❞✬❛r✐té ✷✮ ❡t ❞♦♥t ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st (β)✱ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r
@(λ([x]Z(x)), Y )→ Z(Y )✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ t②♣✐q✉❡ ❡st ✐❧❧✉stré❡ ♣❛r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■■■✳✷✳ ❚♦✉s ❧❡s ❞✐✲
r❡❝t❡✉rs s✉r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ à u ✭❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧❛ ✜❣✉r❡✮ ❞❡✈r❛✐❡♥t
êtr❡ ♠♦❞✐✜és ♣♦✉r t❡♥✐r ❝♦♠♣t❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ u✳ ❈❡❝✐ ✐♥❞✉✐t ✉♥ ❝♦ût ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛
t❛✐❧❧❡ ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡ ♣❧✉s ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡ t✱ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❧✐♠✐té ❛✉ ❝❛s ❞❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❝❛s ❞❡s ❚❘❙✮✳
■❧ ♥✬❡st ❞♦♥❝ ♣❛s ré❛❧✐st❡ ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡s ❈❘❙ ❡♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♥✐
✉♥❡ s✉r♣r✐s❡ ♥✐ ✉♥❡ ❞é❝❡♣t✐♦♥ ✿ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❞✐r✐❣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ✐❧s
♥✬♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡ s❡♥s q✉❡ q✉❛♥❞ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ■❧ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ♣❧❛✐s❛♥t
❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡ ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧ ❞❡s
❈❘❙✱ ♠ê♠❡ s✐ ❝❡❧❛ ❛ ♣❡✉ ❞✬✉t✐❧✐té ♣r❛t✐q✉❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ✐❝✐ ❛✉ss✐ ❛❥♦✉t❡r ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s✉r ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲t❡r♠❡s✱ s❛♥s ❝ré❡r ❞❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡t ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
✽✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
p
@
λx
t
x
u
−→
p
t
u
❋✐❣✳ ■■■✳✷ ✕ ❯♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ t②♣✐q✉❡
♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ rés♦✉❞r❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳ ❖♥ ♣❡✉t ♥♦t❡r q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐✲
t✐♦♥s s♦♥t ❞é❥à ✐♠♣❧✐❝✐t❡s ❞❛♥s ❧❡s ❈❘❙ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s [x]Z✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ x ♥✬❡st ❧✐❜r❡
❞❛♥s ❛✉❝✉♥ t❡r♠❡ s✉❜st✐t✉é ♣♦✉r Z ❀ ♠❛✐s ❞❛♥s [x]Z(x)✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s êtr❡ sûrs q✉❡
x ∈ ❢✈(t) s✐ Z ❡st s✉❜st✐t✉é ♣❛r t✮✳ P❡✉t✲êtr❡ q✉❡ ❝❡❧❛ ❞♦✐t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❝♦♠♠❡ ✉♥ ✐♥❞✐❝❡ q✉✬✉♥
♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛❞r❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣♦✉r ✐♥té❣r❡r ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❧✉s ❤♦♠♦❣è♥❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡t
❞✐r❡❝t❡✉rs✳
■■■✳✺✳✺ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
▲✬ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❈❘❙ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ✉♥✐té ❞❡ ♠❡s✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧❡①✐té
❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦t✐♦♥ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ q✉✐ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡♠❡♥t
♣r♦❢♦♥❞é♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ❜♦♥♥❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✱ ❝❡
q✉✐ r❡♥❞ ♣❡✉ ré❛❧✐st❡ ❞❡ ♠❛✐♥t❡♥✐r ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣❡♥❞❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥
❞✬✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ♥♦s ♦❜❥❡❝t✐❢s✱ à s❛✈♦✐r ❧❡s ❈❘❙ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱
❞é✜♥✐s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✹✳✸✳ ▲❡s ❊❙❈❘❙ s♦♥t ❡✉①✲♠ê♠❡s ❞❡s ❈❘❙✱ ❡t ✐❧s ❧✐♠✐t❡♥t ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❈❘❙✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s❡✉❧❡ ❧❛ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡
à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳
▲❡s ❊❙❈❘❙ ♥✬✉t✐❧✐s❡♥t ♣❛s t♦✉t❡ ❧❛ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ❞❡s ❈❘❙✱ ❛✐♥s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠♣❧✐✜❡r ❧❛
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ s♦✉s✲❝❧❛ss❡✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ♣❛s ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ré♠✐♥✐s❝❡♥t❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉ts✳
◆♦✉s ❞✐s♦♥s q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛ss♦❝✐❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ à ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ Z(x1, . . . , xn) ❡t ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❧✉s à tr❛✐t❡r ❧❡s ❝❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Z(t1, . . . , tn) ✿
ς (Z(x1, . . . , xn)) = t
❡t ς ❡st ♣r♦❧♦♥❣é❡ ❤♦♠♦♠♦r♣❤✐q✉❡♠❡♥t ❛✉① ♠ét❛t❡r♠❡s ✭❛✈❡❝ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✮ ❞❡ ❧❛
♠❛♥✐èr❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳
■■■✳✻✳ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ✽✶
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❡♥❝♦r❡ ♣r❡♥❞r❡ s♦✐♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡s ❝❛♣t✉r❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s s❡✉❧❡♠❡♥t
❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ♣❧✉s ❧❡s s✉❜st✐t✉ts ✭❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡ s♦♥t ❧✐é❡s ♣❛r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✮✳
▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞❡ ♠ét❛t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛
❢♦r♠❡ Z(t1, . . . , tn)✳ ■❧ ② ❛ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❝❛s ✐❝✐✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s ς(Z(x1, . . . , xn)) = t✱ ❛❧♦rs✱ très
s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿
σ′Z(x1,...,xn) = σZ(x1,...,xn)ς = σt.
P✉✐sq✉❡ ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❡s ❈❘❙ ❡st ✐♥t❡r❞✐t ❞❛♥s ❧❡s ❊❙❈❘❙✱ ♥♦✉s s♦♠♠❡s
❞❛♥s ✉♥ ❝❛s très s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❝❡❧✉✐ ❞❡s ❚❘❙ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❧♦❝❛❧✐té ✿ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞♦✐✈❡♥t
êtr❡ r❡❝❛❧❝✉❧és s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧✬✐♠❛❣❡ ❞✉ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡s rè❣❧❡s ❡t✱ ❡♥ ❝❛s ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ s✉r
❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦ù ❛ ❧✐❡✉ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡✳ ▲à ❡♥❝♦r❡✱ ❝❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡
♣❛rt✐❡ ♣❡✉t êtr❡ ♦♠✐s❡ ❛✉ ♣r✐① ❞❡ ♣r♦♣❛❣❡r q✉❡❧q✉❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭❡①♣❧✐❝✐t❡s✮ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s
♣❧✉s t❛r❞✳
■■■✳✻ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ès à ♣rés❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✭❛✈❡❝ s✉❜✲
st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✮ q✉✐ s❡r♦♥t ❞é❝r✐t❡s ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❡t q✉✐ ❡♥tr❡♥t
t♦t❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s ❊❙❈❘❙ ❛✈❡❝ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞é✈❡❧♦♣♣é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■■■✳✺✳
❚♦✉t ❞✬❛❜♦r❞✱ ♣✉✐sq✉✬❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣✉r ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❛✐r❡s ♦✉
❜✐♥❛✐r❡s✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✱ q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡s
❞✐r❡❝t❡✉rs ✿
✕ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭✉♥❛✐r❡s✮ ✿ − ≡ ∅, ≡ {1} ∈ L1 ❀
✕ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❜✐♥❛✐r❡s✮ ✿ − ≡ ∅,x≡ {1},y≡ {2},'≡ {1, 2} ∈ L2✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❞❡rr✐èr❡ ✉♥ ❞✐r❡❝t❡✉r x ❡st ✿ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❛♣♣❛r❛ît
s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✱ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ ✿
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✳
❉❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✱ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❛✈❡❝ ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❧❡s é❧é♠❡♥ts ❞❡ L s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t
❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❡t ❧❡s ❧✐st❡s ♦r❞♦♥♥é❡s ❞✬é❧é♠❡♥ts ❞❡ L s✬❛♣♣❡❧❧❡♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡t s♦♥t
✉t✐❧✐sé❡s à ❧❛ ♣❧❛❝❡ ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ V ❞❛♥s L✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❬❇r✉✼✷❪ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡s ♥♦♠s✱ é✈✐t❛♥t ❞❡ ❢❛✐t ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s ❞❡
❝❛♣t✉r❡ ❞✉s ❛✉① ❧✐❡✉rs✳ ❈✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ♣❛r❝❡ q✉❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❛✉ ❝❤❛✲
♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ✉♥ λ ❛♣♣❛r❛ît ❡♥ ❞❡r♥✐❡r ✭❡t ♥♦♥ ❡♥ ♣r❡♠✐❡r✮
❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❀ ❝❡❝✐ ❡st ré♠✐♥✐s❝❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✐♥✈❡rsés ❞❡ ❈ré❣✉t ❬❈ré✾✵❪✳
▲✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s ❢❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣♦✉r ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ q✉❛♥❞ ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st ❡✛❛❝é❡✱ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❧✉s ❛✉❝✉♥ ❞✐r❡❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞❡s s♦✉s✲
t❡r♠❡s✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❝♦♠♣r✐s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs à L ∪ ⊥ ❡t
✐♠♣♦s♦♥s ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ à t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s ✿ σf(t1,...,tn)(x) ∈ {∅,⊥} ⇒ ∀i.σti(x) = ⊥✳
❆❧♦rs✱ ❡♥ é❝r✐✈❛♥t ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ❧✐st❡s✱ ♥♦✉s ♦♠❡tt♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t t♦✉t❡s ❧❡s
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ⊥✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■■■✳✻✳✶
❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♥♦♠s ❡t ❞❡ ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s
✽✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
♣ré❝é❞❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ t❛❜❧❡❛✉①✱ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❧✐st❡s✳
P♦✉r ❜✐❡♥ ✐❧❧✉str❡r ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❣é♥ér❛✉①✱ ♥♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❧❡
s②stè♠❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ✭λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✮ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✳
◆♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ◆♦✉s ❡①♣❧✐❝✐t♦♥s t♦✉t ❞✬❛❜♦r❞ ❧✬❊❙✲
❈❘❙ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧ s♦✉s✲❥❛❝❡♥t✳ ▲❡s s②♠❜♦❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✭❛✈❡❝ ❧❡✉r ❛r✐té✮ s♦♥t ✿ λ1 ✭❛❜str❛❝✲
t✐♦♥✮✱ @2 ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮ ❡t Σ2 ✭s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✮✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✳
(b) @(λ([x]Z(x)), Y ) → Σ([x]Z(x), Y )
(v) Σ([x]x, Y ) → Y
(a1) Σ([x](@(Z1(x), Z2)), Y ) → @(Σ([x]Z1(x), Y ), Z2)
s✐ x ∈ ❢✈(Z1(x))
(a2) Σ([x](@(Z1, Z2(x))), Y ) → @(Z1,Σ([x]Z2(x), Y ))
s✐ x ∈ ❢✈(Z2(x))
(a3) Σ([x](@(Z1(x), Z2(x))), Y ) → @(Σ([x]Z1(x), Y ),Σ([x]Z2(x), Y ))
s✐ x ∈ ❢✈(Z1(x)) ∩ ❢✈(Z2(x))
(l) Σ([x]λ([y]Z(x, y)), Y ) → λ([y]Σ([x]Z(x, y), Y ))
s✐ x ∈ ❢✈(Z(x, y))
(c) Σ([x]Σ([y]Z(y), Y (x)), X) → Σ([y]Z(y),Σ([x]Y (x), X))
s✐ x ∈ ❢✈(Y (x))
(e) Σ([x]Z, Y ) → Z
❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱ ❝♦♥❝❡♥tr♦♥s✲♥♦✉s s✉r ❧❛ rè❣❧❡ (a1)✱ ❡t ❡ss❛②♦♥s ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ❢❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡
s✉✐✈❛♥t✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡ ♣❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❧✐s✐❜✐❧✐té✳ ▲❛ rè❣❧❡ (a1)
s✬é❝r✐t ❞♦♥❝ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
(a1) (Z1(x) Z2)[x/Y ]→ Z1(x)[x/Y ] Z2 s✐ x ∈ ❢✈(Z1(x))
❊t ❛✈❡❝ ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ✿
(a′1) (((Z1(x))
{Z1,x:} Z
{Z2:}
2 )
{Z1,x:x;Z2:y}[x/Y {Y :}]){Z1,Z2:x;Y :y}
→ (((Z1(x))
{Z1,x:}[x/Y {Y :}]){Z1:x;Y :y} Z
{Z2:}
2 )
{Z1,Y :x;Z2:y}
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ x ∈ ❢✈(Z1(x)) ❡st ré❛❧✐sé❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r x ✭❞❡✉①
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s✮✳
❈♦♥s✐❞ér♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ t❡r♠❡ ❛♥♥♦té t = (t, σ) ♦ù t = (u v)[x/w] ❡t u✱ v✱ w s♦♥t ❞❡s
t❡r♠❡s ✭♣❛s ❞❡s ♠ét❛t❡r♠❡s✮✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ σu(x) 6= ∅ ❡t σv(x) = ∅✳ ▲❡ t❡r♠❡ t s❡ ré❝r✐t ❛❧♦rs
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t (a′1) ✭s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés✮ ❛✈❡❝ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ς = {Z1 7→ λx.u, Z2 7→ v, Y 7→ w}
❡♥ (t′, σ′) ❛✈❡❝ t′ = (u[x/w]) v ❡t σ′ ❡st ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✭♦ù r ❞és✐❣♥❡ ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ (a′1) ❡t
α 6= x✮ ✿
■■■✳✼✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✽✸
σ′t′(α) =
⋃
σς(β)(α) 6=∅
σr(β) =
⋃
σu(α) 6=∅
σr(Z1) ∪
⋃
σv(α) 6=∅
σr(Z2) ∪
⋃
σw(α) 6=∅
σr(Y )
=
⋃
σu(α) 6=∅∨σw(α) 6=∅
x ∪
⋃
σv(α) 6=∅
y
=


− s✐ α 6∈ ❢✈(u) ∧ α 6∈ ❢✈(w) ∧ α ∈ ❢✈(v),
x s✐ (α ∈ ❢✈(u) ∨ α ∈ ❢✈(w)) ∧ α 6∈ ❢✈(v),
y s✐ (α 6∈ ❢✈(u) ∧ α 6∈ ❢✈(w)) ∧ α ∈ ❢✈(v),
' s✐ (α ∈ ❢✈(u) ∨ α ∈ ❢✈(w)) ∧ α ∈ ❢✈(v).
❈✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s r❡tr♦✉✈❡r♦♥s ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳ ▲❛ ❜♦♥♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❡st q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✐❝✐ ❞ér✐✈é❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✏❛✉t♦♠❛t✐q✉❡✑✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ ❧❛✐ss❡r ✐♠♣❧✐❝✐t❡✳
P♦✉r êtr❡ t♦t❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✈❛✐♥❝❛♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ♣❛s
❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❡t ❞ér✐✈❡r♦♥s ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ♣❧✉s
✐♥t✉✐t✐✈❡✳ ■❧ ❡st ♥é❛♥♠♦✐♥s ❤❡✉r❡✉① q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① ♠ét❤♦❞❡s ❝♦ï♥❝✐❞❡♥t✳
■■■✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é✜♥✐ ✉♥ ❝❛❞r❡ très ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s
❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉ t②♣❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡s ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❈❡ ❝❛❞r❡ ✈❛ êtr❡ s♣é❝✐❛❧✐sé ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✱ ❧✉✐
❞♦♥♥❛♥t ✉♥❡ ❥✉st✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉s ♣r❛❣♠❛t✐q✉❡✳ ■❧ ♣❡✉t ♥é❛♥♠♦✐♥s ❛✈♦✐r ❞❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣r♦♣r❡s✱
❝❡ q✉✐ r❡st❡ à ❡①♣❧♦r❡r✳ ▲✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞✬❛♣♣♦rt❡r ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❛✉① ❝♦♥❝❡♣ts ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ ❛♣✲
♣❛r❛ît ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣♦✉rq✉♦✐ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡ ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❛✈❡❝
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s♦♥t ❧❡ ❜♦♥ ❝❛❞r❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ❡t
❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs s♦♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s②stè♠❡s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ t❡❧s q✉❡ ❝❡✉① q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✭❝❡❧❛ ❞é♣❡♥❞ é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s✮✳
✽✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ❉✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r
❈❤❛♣✐tr❡ ■❱
❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡
λ✲❝❛❧❝✉❧
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣ré❝é❞❡♥t ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s❛♥s ♥♦♠s ♥✐ ✐♥❞✐❝❡s✱ ❜❛sé s✉r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧✐sé❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳
▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❛♥♥♦tés ❛✈❡❝ ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ q✉✐ ✐♥❞✐q✉❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡s✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
s✐♠✉❧❡r ❞❡s ét❛♣❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❡t s✐♠♣❧✐✜♦♥s ❡♥s✉✐t❡ ❧❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ♠♦❞é❧✐✲
s❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡s ♣r♦❣r❛♠♠❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✭ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✮✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❞✉
❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❈✬❡st ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❢❛✐❜❧❡ q✉✐✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① str❛té❣✐❡s ❢❛✐❜❧❡s st❛♥❞❛r❞✱
♣❡r♠❡t à ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✬❛✈♦✐r ❧✐❡✉ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦✛r❛♥t ❛✐♥s✐
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡
♣♦✉r ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■■✳ ◆♦s rés✉❧t❛ts
❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡✱ ♣♦✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s t❡r♠❡s ❝♦♥str✉✐ts à ♣❛rt✐r ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛✲
t❡✉rs✱ ♥♦s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡s s✉r♣❛ss❡♥t ❧❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs st❛♥❞❛r❞✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ❞ér✐✈♦♥s ❞❡✉① ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ q✉✐ ❤ér✐t❡♥t ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té
❞❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s✳
✽✺
✽✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
■❱✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
❉❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❧✬♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡
❡♥✲❞❡❤♦rs ❞✉ s②stè♠❡ ✿ ❝✬❡st ✉♥❡ ♠ét❛✲♦♣ér❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❬❇❛r✽✹❪✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞é✜♥✐ss❡♥t ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉
q✉❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✉ ❝♦✉rs ❞❡s ❞❡r♥✐èr❡s ❛♥♥é❡s✱ ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s ♦♥t été ♣r♦♣♦sés✱ ❡♥ ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❬❇r✉✼✽❪ ❡t ❧❡ λσ✲
❝❛❧❝✉❧ ❬❆❈❈▲✾✶❪✳ ❇✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s ❝❛❧❝✉❧s✱
✉♥ ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ♣r✐♥❝✐♣❛✉① q✉❡ ♥♦✉s ✈♦②♦♥s ❡♥ ❞é❝r✐✈❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛✉ ♠ê♠❡ ♥✐✈❡❛✉ q✉❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st q✉✬✐❧ ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ✜♥❡♠❡♥t
❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡♥ ✈✉❡ ❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳
■❧ ② ❛ ❞✐✛ér❡♥t❡s ♥♦t❛t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s
❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝❧❛ssés ❡♥ ❞❡✉① ❝❛té❣♦r✐❡s ✿
✕ ♥♦♠♠és✱ q✉❛♥❞ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞é♥♦té❡s ♣❛r ❞❡s ♥♦♠s ❝♦♠♠❡ x, y, . . . ❀
✕ s❛♥s ♥♦♠s ✭✉♥♥❛♠❡❞✱ ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ q✉❛♥❞ ❞❡s ❡♥t✐❡rs ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧és
✐♥❞✐❝❡s✮ s♦♥t ✉t✐❧✐sés✳
P❡♥❞❛♥t ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬❛✈♦✐r r❡✲
❝♦✉rs à ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ r❡♥♦♠♠❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✮ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧❛ ❝❛♣t✉r❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s❛♥s ♥♦♠s ♦♥t ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❧❛ ♣ré❢ér❡♥❝❡
♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ✭❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ② ❛✐t q✉❡❧q✉❡s ❡①❝❡♣t✐♦♥s✱ ✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❘♦s✾✻✱ ❋▼✾✾❪✮✳ ▲❛
♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❬❇r✉✼✷❪ ❡st s❛♥s ❞♦✉t❡ ❞❡✈❡♥✉❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ s❛♥s ♥♦♠s st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s
❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❛❧t❡r♥❛✲
t✐✈❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s s❛♥s ♥♦♠s✱ ❜❛sé❡ s✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳
▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♦♥t été ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❑❡♥♥❛✇❛② ❡t ❙❧❡❡♣ ❬❑❙✽✽❪ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✱ q✉✐✱ tr❛❞✉✐t❡ ❡♥ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ ♦ù ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡✉t êtr❡
❡✛❡❝t✉é❡ s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭✈♦✐r ❬➬❍✾✽❪✮✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér❛❧✐s♦♥s ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡♥
❞é✜♥✐ss❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧❧❡ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é❡✱ ❡t ♥♦✉s ❡①♣❧♦r♦♥s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡
❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥ t❛♥t
q✉❡ ♠♦②❡♥ ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❢❛✐❜❧❡s ❡t ❢♦rt❡s✮ ❡✣❝❛❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳
◆♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s q✉❡ ❝❡❧❛ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs r❛✐s♦♥s ✿
✕ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♦✛r❡♥t ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ à ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❬❇r✉✼✷❪ ♣♦✉r
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s s❛♥s ♥♦♠s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✱ ❧❛ s②♥t❛①❡
♥✬❡st ♣❛s ❛✉ss✐ ❧✐s✐❜❧❡ q✉❡ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ♥♦♠♠é❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr❡r♦♥s q✉❡ ❧❛
♥♦t❛t✐♦♥ ❣é♥ér❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠♣❧✐✜é❡ ❞❛♥s ❝❡rt❛✐♥s ❝❛s✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
s✬❛✈èr❡ êtr❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♠❡♥❛♥t à ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ très s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡✳
✕ ▲❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s s♦♥t ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❞✬✉♥
♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧ ✿ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❛♥♥♦tés ♣♦✉r ✐♥❞✐q✉❡r ❝❡ q✉✬✐❧s ❞❡✈r❛✐❡♥t ❢❛✐r❡
❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ▲❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ♣r♦♣❛❣é❡s ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ♦ù ❡❧❧❡s
s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡s✱ ❛✐♥s✐ ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣rés❡r✈❡♥t ❛✐sé♠❡♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡
s✐ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✱ s❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❧✬❡st ❛✉ss✐✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ❝❛❧❝✉❧s
♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ♦♥t été ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❬▲❘❉✾✺✱ ❉●✵✶❪ ✭✈♦✐r ❬▼❡❧✾✺✱
❇●✾✾❪ ♣♦✉r ❞❡s ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡s ❞❛♥s λσ✮✳
■❱✳✶✳ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥ ✽✼
✕ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✐♥tr♦❞✉✐t❡s ♣❛r ❑❡♥♥❛✇❛② ❡t
❙❧❡❡♣ ❬❑❙✽✽❪ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✳ ❆✈❡❝ ♥♦s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❣é♥ér❛❧✐sé❡s
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠✉❧❡r ❞❡s β✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s✳
◆♦✉s ✈♦②♦♥s ❛✐♥s✐ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣rés❡♥tés ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ s②♥t❛①❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡
♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡t ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❞✉
λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s tr♦✐s ❝❛❧❝✉❧s ❜❛sés s✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ▲❡ ♣r❡♠✐❡r✱ q✉❡ ♥♦✉s
❛♣♣❡❧♦♥s λo✱ ❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❣é♥ér❛❧ ♦ù ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♣❡✉t êtr❡
s✐♠✉❧é❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ t❤é♦r✐q✉❡✱ λo ❛ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞és✐ré❡s ✭✐❧ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✱ ♣rés❡r✈❡ ❧❛
♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ s✐♠✉❧❡ ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥✲
t❛t✐♦♥✱ s❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❡st ✉♥ ✐♥❝♦♥✈é♥✐❡♥t ♣❧✉tôt q✉✬✉♥ ❛✈❛♥t❛❣❡✳ ❉❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛❧❝✉❧s✱
q✉❡ ♥♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s λl ❡t λc✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st r❡str❡✐♥t❡ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ s❡✉❧❡s ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❞♦♥t ❛✉ ♠♦✐♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s st❛♥❞❛r❞ ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s ❡✣❝❛❝❡s✮ ♣✉✐ss❡♥t
êtr❡ s✐♠✉❧é❡s✳ ❉❛♥s ❝❡ s❡♥s✱ λl ❡t λc s♦♥t ❢❛✐❜❧❡s✱ ♠❛✐s ♣❛s ❛✉ss✐ ❢❛✐❜❧❡s q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐❜❧❡s
st❛♥❞❛r❞✳ ■❧ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ q✉❡ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐❜❧❡s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s st❛♥❞❛r❞ é✈✐t❡♥t
❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡t ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭✈♦✐r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❬❈❍▲✾✻❪✮✳ ❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ♥♦s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐❜❧❡s
❛✉t♦r✐s❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❡t ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝✲
t✐♦♥s✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛rt❛❣é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❢♦✉r♥✐❡ ♣❛r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ♣♦✉r é✈✐t❡r ❞❡ ❝♦♣✐❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡✱ é✈✐t❛♥t ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♠♣❧❛♥té ✉♥❡ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❢♦rt❡
❜❛sé❡s s✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✱ ❡t ❧❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ✭❞♦♥♥é ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✾✮
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❬▲❛♠✾✵✱ ●❆▲✾✷✱
❆●◆✾✻❪ ❛✈❡❝ ❝♦♥s✐❞ér❛❜❧❡♠❡♥t ♠♦✐♥s ❞❡ s✉r❝♦ût ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢ ❞❛♥s ❜❡❛✉❝♦✉♣ ❞❡ ❝❛s✳ ▲❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✐♠♠é❞✐❛t❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ✐♥❝❧✉❡♥t✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♦✉
❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ✭♦ù ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✱ ❡t ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣❛rt✐❡❧❧❡ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❛♣♣❡❧é❡ s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❡✮ ❡t ❧❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ✭♦ù ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❢♦rt❡ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✳
➱t❛t ❞❡ ❧✬❛rt✳ ❈❡s tr❛✈❛✉① s♦♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧✐és ❛✉① tr❛✈❛✉① ❣é♥ér❛✉① s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ sé♠✐♥❛❧ λCξφ ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ❬❇r✉✼✽❪ ✭✈♦✐r ❬❇❇▲❘❉✾✻❪ ♣♦✉r ✉♥❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♠♦❞❡r♥❡✮ ❡t ❞✉ λσ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❆❈❈▲✾✶❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧s s♦♥t ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐❣♥é❡
❞❡ ❧✬✉t✐❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣♦✉r ❝♦♥trô❧❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❬❆❋▼+✾✺✱ ❨♦s✾✹✱ ❍▼P✾✽✱ ▲❛♥✾✽✱ ◆❛❞✵✷❪✳ ◆♦s ❝❛❧❝✉❧s s♦♥t ♣❧✉s
♣r♦❝❤❡ ❞❡ λυ ❬▲❡s✾✹✱ ▲❘❉✾✺❪ q✉❡ ❞❡ λσ ❬❆❈❈▲✾✶❪ ❛✉ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥
s②♥t❛①✐q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ✭♣❛r❢♦✐s ❞és✐❣♥é❡ é❣❛❧❡♠❡♥t s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥✮ ❞❡
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s✳ ▲❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ◆❛❞❛t❤✉r ❬◆❛❞✾✾✱ ◆❛❞✵✷❪ ♦♥t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞❡s
❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥s ❞✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ♦♥t q✉❡❧q✉❡s ♣♦✐♥ts ❝♦♠♠✉♥s ❛✈❡❝ ❧❡ ♥ôtr❡ ✭❜✐❡♥ q✉❡ ❞❛♥s ✉♥
❝❛❞r❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❞✐✛ér❡♥t✮ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ s♦♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❧ôt✉r❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s✳
▲✬❡✣❝❛❝✐té ❡t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♦♥t été ❞❡s s✉❥❡ts ✐♠♣♦rt❛♥ts ❝❡s ✈✐♥❣t ❞❡r♥✐èr❡s
❛♥♥é❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ✉♥ é✈❡♥t❛✐❧ ❞❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ✿ ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥✲
♥❡♠❡♥ts ❬❨♦s✾✹❪✱ ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ✭s❤❛r✐♥❣ ❣r❛♣❤s✮ ❬❆●✾✽❪✱ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❛❞r❡ss❡s ❡①♣❧✐✲
✽✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❝✐t❡s ❬❇❘▲✾✻✱ ▲❛♥✾✽❪✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡t ❧❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❛✜♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ♥✬✉t✐❧✐s♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡✲
r✐❡ ❡①t❡r♥❡✳ ❚❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❬▲é✈✽✵❪ s✐❣♥✐✜❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♦♣t✐♠❛❧ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✱
s♦♥ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s❡ ❢♦♥❞❡ s✉r ❧❡s ❣r❛♣❤❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❬▲❛♠✾✵✱ ●❆▲✾✷✱ ❆●◆✾✻✱ ❆●✾✽❪ ❞❛♥s ❧❡s✲
q✉❡❧s ✉♥❡ ♠✉❧t✐t✉❞❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❝♦ût❡✉s❡s s♦♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭✈♦✐r ❬▲▼✾✻❪ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ P❛r ❝♦♥sé✲
q✉❡♥t ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✐❝✐ à ❧✬❡✣❝❛❝✐té ✉♥❡ s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ♣❧✉tôt ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ♦✉ ♣❧✉s ♣r❛❣♠❛✲
t✐q✉❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♠♣t❡r♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡
✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥s q✉❡ ❝❡s ét❛♣❡s ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ ✈✉❡s ❝♦♠♠❡ é❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❆♣❡rç✉✳ ▲❡ r❡st❡ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st str✉❝t✉ré ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ✐❞é❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❡t ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ❉❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✸✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ ♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✐♠✉❧❡r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ β✲
ré❞✉❝t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡✳ ▲❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹ ♣rés❡♥t❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ❧♦❝❛❧ s✐♠♣❧✐✜é✱ ❡t ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳ ❯♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡ ♣♦✉r ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ❡st ♣rés❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✻✳
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❛❧♦rs ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ♣❧✉s✐❡✉rs str❛té❣✐❡s ✿ ❢❛✐❜❧❡ ✭❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✼✮ ❡t ❢♦rt❡
✭❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✽✮✱ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✾✮✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❧❡
❝❤❛♣✐tr❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✶✵✳
■❱✳✷ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s
■❱✳✷✳✶ ❘❛♣♣❡❧s
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❡s ✐❞é❡s ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛❧❡s ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❬❑❙✽✽❪✳ ❆ t✐tr❡
❞❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥✱ ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❞❡✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s f ✱ x ❡t ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r
❝❤❛❝✉♥❡ ✿ ((f (f x))[F/f ])[X/x]✳ ▲❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ♠❛♥✐èr❡ ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❝❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡st ❞❡
❧❡s ♣r♦♣❛❣❡r s❡✉❧❡♠❡♥t ❛✉① ❡♥❞r♦✐ts ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ s②♥t❛①✐q✉❡ ♦ù ❡❧❧❡s s♦♥t r❡q✉✐s❡s✳ ▲❛ ❋✐✲
❣✉r❡ ■❱✳✶✭❛✮ ♠♦♥tr❡ ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡✈r❛✐❡♥t s✉✐✈r❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡✱ ♦ù ❧❡ tr❛✐t
♣❧❡✐♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r f ✱ ❡t ❧❡ tr❛✐t ♣♦✐♥t✐❧❧é à ❝❡❧❧❡ ♣♦✉r x✳
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✭❜✮ ❚❡r♠❡ ❛♥♥♦té
❋✐❣✳ ■❱✳✶ ✕ ❈❤❡♠✐♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s
❯♥❡ ❢❛ç♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞❡ ❣✉✐❞❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s à ❧❡✉r ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❝♦rr❡❝t❡ ❡st ❞♦♥♥é❡ à
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✶✭❜✮ ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✱ q✉✐ ❛♥♥♦t❡♥t ❝❤❛q✉❡ ♥÷✉❞ ❞✉ ❣r❛♣❤❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡
■❱✳✷✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✽✾
✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ✐♥❞✐q✉❛♥t ♦ù ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t ❛❧❧❡r ✭s✉r ❧❡s ♥÷✉❞s ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
s②♠❜♦❧❡ ❞❡ t②♣❡ ✢è❝❤❡✱ ❛♣♣❡❧é ❞✐r❡❝t❡✉r✱ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à f ❡t ❧❡ s❡❝♦♥❞ à x✮✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ♣♦✉r f ♣❛ss❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ ❝❡ t❡r♠❡✱ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❞❡ F ❡st ❡♥✈♦②é❡ ❛✉① ❞❡✉① s♦✉s✲t❡r♠❡s✱
❡t ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ' ❡st ❡✛❛❝é✳ ▲❛ ❞❡✉①✐è♠❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡✉t ❛❧♦rs ♣❛ss❡r ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ♦ù ❡❧❧❡ ❡st
❞✐r✐❣é❡ ✉♥✐q✉❡♠❡♥t ✈❡rs ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡ ♣❛r ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r y✳ ◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
s♦♥t ❝♦♣✐é❡s s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❝✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✿ s✬✐❧ ② ❛ ❥✉st❡ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs ❛✉❝✉♥❡ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♥✬❡st ❡①é❝✉té❡✳
❈❡tt❡ ✐❞é❡ s✐♠♣❧❡ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡ ❜✐❡♥ q✉❛♥❞ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❝❧♦s❡ ✭♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮✳ ❙✐ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡ ❝❛s✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❥♦✉t❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧s ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ❝❤❛q✉❡ ♣❛ss❛❣❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ♣❛r ✉♥
♥÷✉❞ ❞♦♥♥é✳
◆♦✉s ✜♥✐ss♦♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❡♥ r❛♣♣❡❧❛♥t ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧✬❛♥❛❧♦❣✐❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s
❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✱ ❝♦♠♠❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❬❑❙✽✽❪ ❡t r❛♣♣❡❧é❡ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✸✳ ▲❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❙✱ ❇✱ ❈✱ ❑ s♦♥t ❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
❙x y z → x z (y z)
❇x y z → x (y z)
❈x y z → x z y
❑x y → x
♦ù ❙x y ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❧❡ ❞✐r✐❣❡ à ❧❛ ❢♦✐s ✈❡rs x ❡t y ❀ ❇x y ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❧❡
❞✐r✐❣❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✈❡rs y ❀ ❈x y ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❧❡ ❞✐r✐❣❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✈❡rs x ❀ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t
❑x ♣r❡♥❞ ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t ❡t ❧❡ ❥❡tt❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ ❛♥♥♦t❡r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ x y ❛✈❡❝ ❧❡s
❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❛✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs ✿ ❙ ❡st '✱ ❇ ❡st y✱ ❈ ❡st x ❡t ❑
❡st − ✭✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
■❱✳✷✳✷ ❙②♥t❛①❡
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛♥♥♦tés✳ ❈❡tt❡ s②♥✲
t❛①❡ ❡st ❝♦♠♠✉♥❡ ❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts s②stè♠❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ q✉✐ s❡r♦♥t ❞é❝r✐ts ♣❧✉s t❛r❞✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶ ✭λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✮
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s q✉❛tr❡ ❝❛té❣♦r✐❡s s②♥t❛①✐q✉❡s ✿
❉✐r❡❝t❡✉rs ✿ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❝✐♥q s②♠❜♦❧❡s s♣é❝✐❛✉①✱ ❛♣♣❡❧és ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞és✐❣♥❡✲
r♦♥s ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r α✱ γ✱ δ ✿
✶✳ y ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡ ❞r♦✐t❡
❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡ ✭❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
✷✳ x ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ ❜r❛♥❝❤❡
❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳
✸✳ ' ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞✬✉♥❡
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❜✐♥❛✐r❡✳
✹✳  ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t tr❛✈❡rs❡r ✉♥❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ✉♥❛✐r❡ ✭❛❜str❛❝t✐♦♥
❡t ✈❛r✐❛❜❧❡s✱ ✈♦✐r ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
✾✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
✺✳ − ✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ❥❡té❡ ✭q✉❛♥❞ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥ ♥✬❛♣✲
♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡✮✳
❈❤❛î♥❡s ✿ ❯♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ♦✉ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❡st s♦✐t ✈✐❞❡✱ ❞é♥♦té❡ ♣❛r ǫ✱
s♦✐t ❝♦♥str✉✐t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s s②♠❜♦❧❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
α1α2 . . . αn ♦ù ❧❡s αi s♦♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✮✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ❧❡ttr❡s ❣r❡❝q✉❡s t❡❧❧❡s
q✉❡ ρ✱ σ✱✳ ✳ ✳ ♣♦✉r ❞és✐❣♥❡r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ▲❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ σ ❡st ♥♦té❡ |σ|✳
❙✐ α ❡st ✉♥ ❞✐r❡❝t❡✉r✱ ❛❧♦rs αn ❞é♥♦t❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ α ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n✳ ❙✐ σ ❡st ✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ ❧♦♥❣✉❡✉r n ❡t 1 ≤ i ≤ j ≤ n✱ σi ❞é♥♦t❡ ❧❡ iè♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ σ ❡t
σ\i = σ1 . . . σi−1σi+1 . . . σn ❡st σ ♦ù ❧❡ i
è♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❛ été ❡♥❧❡✈é✳ σi..j = σi . . . σj ❡st
♥♦tr❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s♦✉s✲❝❤❛î♥❡s✳ |σ|l ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡x ❡t ❞❡ ' ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t
❞❛♥s σ✱ |σ|r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ y ❡t ❞❡ '✱ ❡t |σ|+ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s
❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r −✳
Prét❡r♠❡s ✿ ❙✐ σ ❞és✐❣♥❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ k ❧❡s ❡♥t✐❡rs ♥❛t✉r❡❧s✱ ❛❧♦rs ❧❡s ♣rét❡r♠❡s t,u s♦♥t
❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t,u ::= σ | (λt)σ | (t u)σ | (t[k/u])σ
▲❡s ♣rét❡r♠❡s s♦♥t ♥♦tés t✱ ♦✉ tσ s✐ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ σ✳
❚❡r♠❡s ✿ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❧❡s ♣rét❡r♠❡s q✉✐ s❛t✐s❢♦♥t ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❜♦♥♥❡
❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦ù U = ( |−)∗ ❡t B = (x | ' |y |−)∗ ✿
◆♦♠ ❚❡r♠❡ ❈♦♥tr❛✐♥t❡
❱❛r✐❛❜❧❡ σ σ ∈ U , |σ|+ = 1
❆❜str❛❝t✐♦♥ (λtρ)σ σ ∈ U , |ρ| = |σ|+ + 1
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (tρ uν)σ σ ∈ B, |ρ| = |σ|l, |ν| = |σ|r
❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ (tρ[k/uν ])σ σ ∈ B, |ρ| = |σ|l + 1, |ν| = |σ|r, 1 ≤ k ≤ |ρ|
❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✷✳✷
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s q✉❡ ♣♦✉r ❧❡s ♣rét❡r♠❡s✱ ♥♦t❛♥t t ♦✉ tσ
s❡❧♦♥ q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ♦✉ ♥♦♥ ♠❡♥t✐♦♥♥❡r s♣é❝✐✜q✉❡♠❡♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❛♥♥♦té✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ P♦✉r rés✉♠❡r ❧❡s ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s ❞❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱
❧❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❡♥ ❝❛r❛❝tèr❡s ❣r❛s ✐♥❞✐q✉❡♥t ❞❡s ♣rét❡r♠❡s ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✭♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t
❛✉ss✐ ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ❧❡ttr❡s ♠✐♥✉s❝✉❧❡s ❡♥ ♣♦❧✐❝❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✐♥❞✐q✉❡♥t
❞❡s ♣rét❡r♠❡s ✭♦✉ ❞❡s t❡r♠❡s✮ ❞♦♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❛ été s✉♣♣r✐♠é❡✱ ❡t q✉✐
♦♥t ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ♣♦✉r ❢♦r♠❡r ✉♥ ♣rét❡r♠❡ ♦✉ ✉♥ t❡r♠❡✳
▲❡s ❧❡ttr❡s ♠❛❥✉s❝✉❧❡s s♦♥t rés❡r✈é❡s ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❤❛❜✐t✉❡❧✳ ❈♦♠♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛
♣❧✉♣❛rt ❞❡s λ✲❝❛❧❝✉❧s✱ ♥♦✉s ❛❞♦♣t❡r♦♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ❝♦♥✈❡♥t✐♦♥s s②♥t❛①✐q✉❡s ✿ ♥♦✉s
♦♠❡ttr♦♥s ❧❡s ♣❛r❡♥t❤ès❡s à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s ❧❡ ♣♦✉✈♦♥s✱ ❡t ♦♠❡ttr♦♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ✈✐❞❡ ǫ
à ♠♦✐♥s q✉✬❡❧❧❡ s♦✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡✳
P❛ss♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❡♥ r❡✈✉❡ ♥♦s ❞✐✛ér❡♥t❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ✿
■❱✳✷✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✾✶
✕ σ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭❝✬❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✮✱
✕ (λt)σ ❡st ♥♦tr❡ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥✱
✕ (t u)σ ❡st ♥♦tr❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
✕ ✜♥❛❧❡♠❡♥t (t[k/u])σ ❡st ♥♦tr❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ s✐❣♥✐✜❛♥t q✉❡
❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ kè♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ t ❞♦✐t êtr❡
r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r u✳ ◆♦✉s ♥♦t❡r♦♥s s♦✉✈❡♥t (t[u])σ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ (t[1/u])σ q✉❛♥❞ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❧✐❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ σ✳
▲❡ ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡st s❛♥s ✐♥térêt ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❞♦♥♥❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥
q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t s✉✐✈r❡ à tr❛✈❡rs ❧❡ t❡r♠❡ ♣♦✉r ❛rr✐✈❡r ❛✉ ❜♦♥ ❡♥❞r♦✐t ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
s❡✉❧❡♠❡♥t ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❞✬❛✉tr❡s s②♥t❛①❡s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❧❛ ♥ôtr❡ ❛ ❞❡s ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥s
❡①♣❧✐❝✐t❡s s✉r ❧❛ ❝♦♣✐❡ ✭'✮ ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭−✮✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❈❡❝✐ ❡st ✐♥s♣✐ré ♣❛r
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ♣♦✉r ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr❛ ✉♥ ❝♦♥trô❧❡ ♣❧✉s ✜♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✿
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❞✉✐r❡ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❡♥ r❡♥❝♦♥tr❛♥t ✉♥ '✱ t✐r❛♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ♣r♦✜t ❞✉
♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣♦✉r ♣❛rt❛❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ■❧ ② ❛ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ q✉✐ ❝♦♠❜✐♥❡ ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r − ❛✈❡❝ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ (λ−t)σ ♣♦✉r
✐♥❞✐q✉❡r q✉❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ t✳ ▲❛ s②♥t❛①❡ rés✉❧t❛♥t❡ ❡st ♣❧✉s
s✐♠♣❧❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬❡✛❛❝❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞ès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❡❧❧❡ ♥❡ ♣❡r♠❡t ♣❛s ❞❡ ❞é✜♥✐r
❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ t♦✉t❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ◆♦✉s ❞✐s❝✉t❡r♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❝❡ ❝❤♦✐① ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹✳
■❱✳✷✳✸ ❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❝♦♠♠❡ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✳ ■❧ ♥♦✉s
❢❛✉t ❞♦♥❝ ❢♦✉r♥✐r ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❝♦♠♣✐❧❡r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ✉s✉❡❧s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s②♥t❛①❡ ❡t ✉♥❡
❛✉tr❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞é❝♦♠♣✐❧❡r✳ ❈♦♠♠❡ ❞✬❤❛❜✐t✉❞❡✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♠♦❞✉❧♦
α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ✭r❡♥♦♠♠❛❣❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s✮✳
▲❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❤❛❜✐t✉❡❧ ❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s
❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✐♥❞✐q✉❡ ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❡t ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝♦♥str✉✐ts✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐✲
s♦♥s ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ [x1, . . . , xn] ❞❛♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❣❛r❞❡r ❧❛
tr❛❝❡ ❞❡s ♥♦♠s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❤❛q✉❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s❝❡♥❞ ✉♥ ♥÷✉❞ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❞✉ t❡r♠❡✱ ❡t ❝❛❧❝✉❧❡
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ξ ❡t θ✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ❢✈(M)
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ λ✲t❡r♠❡ M ✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s ♥♦t❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❛
❧✐st❡ ✈✐❞❡ ❡t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥ ✭[ ]✱ x ::ℓ ❡t ℓ ·ℓ′ r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮
❡t ♥♦✉s ❛❜ré❣❡♦♥s x1 :: . . . ::xn :: [ ] ❡♥ [x1, . . . , xn] ❡t ♠ê♠❡ ♣❛r❢♦✐s ❡♥ ~x✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r ℓi
❧❡ iè♠❡ é❧é♠❡♥t ❞✬✉♥❡ ❧✐st❡ ℓ✳
✾✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✸ ✭❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
❙♦✐t M ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❢✈(M) ⊆ {x1, . . . , xn}✱ s❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ JMK~x ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
JxK~x = 
σ ♦ù ([x], σ) = ξx(~x)
Jλx.MK~x = (λ JMKℓ·[x])
σ ♦ù (ℓ, σ) = ξ(λx.M)(~x)
JM NK~x = (JMKℓ JNKℓ′)
σ ♦ù (ℓ, ℓ′, σ) = θM,N (~x)
ξM ([ ]) = ([ ], ǫ)
ξM (x ::ℓ) =
{
(x ::ℓ′,  σ) ✐❢ x ∈ ❢✈(M)
(ℓ′,−σ) ✐❢ x 6∈ ❢✈(M)
}
♦ù (ℓ′, σ) = ξM (ℓ)
θM,N ([ ]) = ([ ], [ ], ǫ)
θM,N (x ::ℓ) =


(x ::ℓ′, ℓ′′,x σ) s✐ x ∈ ❢✈(M) \ ❢✈(N)
(ℓ′, x ::ℓ′′,y σ) s✐ x ∈ ❢✈(N) \ ❢✈(M)
(x ::ℓ′, x ::ℓ′′,' σ) s✐ x ∈ ❢✈(M) ∩ ❢✈(N)
(ℓ′, ℓ′′,−σ) s✐ x 6∈ ❢✈(M) ∪ ❢✈(N)

 ♦ù (ℓ
′, ℓ′′, σ) = θM,N (ℓ)
◗✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ♣❛s ❞✬❛♠❜✐❣✉ïté✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ JMK~x ❡♥ s✉♣♣♦s❛♥t ✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t
q✉❡ ❢✈(M) ⊆ ~x✱ ❡t ♥♦✉s é❝r✐✈♦♥s JMK q✉❛♥❞ ❧❛ ❧✐st❡ ❡st ✈✐❞❡✳
❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✷✳✹ ✭❖r❞r❡ ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✮
❉❛♥s ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ (λtρ)σ✱ ❧❡ ❞❡r♥✐❡r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❛♥s ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ρ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡
❧✐é❡✳ ❈❡❝✐ ❡st ré♠✐♥✐s❝❡♥t ❞❡s ✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥ ✐♥✈❡rsés ❞❡ ❈ré❣✉t ❬❈ré✾✵❪✳
❊①❡♠♣❧❡ ■❱✳✷✳✺
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s λ✲t❡r♠❡s ✿
■ = Jλx.xK = (λ)ǫ
❑ = Jλx.λy.xK = (λ(λ−))ǫ
❙ = Jλx.λy.λz.(xz)(yz)K = (λ(λ(λ(()xy()xy)xy')))ǫ
✷ = Jλf.λx.f(fx)K = (λ(λ(()xy)'y))ǫ
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥
❞❡ ❞❡✉① ❧❡♠♠❡s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✻
❙✐ (M N) ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❢✈(M N) ⊆ {x1, . . . , xn}✱ ❛❧♦rs
θM,N ([x1, . . . , xn]) = (ℓ1, ℓ2, σ) ♦ù ℓ1 = ❢✈(M)✱ ℓ2 = ❢✈(N)✱ ❡t |σ| = n.
Pr❡✉✈❡✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r n✳ 
▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✼ ✭▲♦♥❣✉❡✉r ❞❡s ❝❤❛î♥❡s✮
❙♦✐t M ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡t ❢✈(M) ⊆ {x1, . . . , xn}✱ ❛❧♦rs ✿
JMKx1,...,xn = u
σ ♦ù |σ| = n.
■❱✳✷✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✾✸
❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ❡st ❝❧♦s ❛❧♦rs JMK ❛ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ✈✐❞❡ ✭ǫ✮✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r n✳ P♦✉r n = 0✱ M ❡st s♦✐t ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❛✉q✉❡❧ ❝❛s ❧❡ t❡r♠❡
❝♦♠♣✐❧é ❛ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ 0 = ǫ ❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✱ s♦✐t ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t JM NK =
(JMK JNK)ǫ ♣✉✐sq✉❡ θM,N ([ ]) = ([ ], [ ], ǫ) ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✳ P♦✉r n > 0✱ ♥♦✉s r❛✐s♦♥♥♦♥s ♣❛r
❝❛s s❡❧♦♥ M ✳ ▲❡s ❝❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦♥t tr✐✈✐❛✉①✳ ▲❡ ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳
❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✻✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✽ ✭❈♦♥s✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
❙✐ M ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❢✈(M) ⊆ ~x ❛❧♦rs JMK~x ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t
s✉✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ M ❡st
✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✻✱ ❞❡ ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❧❛
❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ σ ❞❛♥s ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ θ✳ 
❈♦♠♠❡ ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♣❡♥s❡r ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s
❛✉ss✐ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ q✉✐ r❡♠❡t s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s ♥♦♠s ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✾ ✭❉é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
❙♦✐t t = tσ ✉♥ t❡r♠❡ ♦ù |σ| = n✱ ❡t s♦✐❡♥t x1, . . . , xn n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡ t ❝♦♠♠❡ LtM[x1,...,xn]✱ ♦ù ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭q✉✐ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡
❧✐st❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ~M ❞❡ λ✲t❡r♠❡s✮ ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
LσM ~M = M ♦ù [M ] = κσ(
~M)
L(λt)σM ~M = λx.LtMκσ( ~M ·[x]) ♦ù x ❡st ❢r❛✐s
L(t u)σM ~M = LtMℓ LuMℓ′ ♦ù (ℓ, ℓ
′) = γσ( ~M)
L(t[k/u])σM ~M = LtM[ℓ1,...,ℓk−1,LuMℓ′ ,ℓk,...,ℓm] ♦ù (ℓ, ℓ
′) = γσ( ~M)
κǫ([ ]) = [ ]
κσ(M :: ℓ) = M :: κσ(ℓ)
κ−σ(M :: ℓ) = κσ(ℓ)
γǫ([ ]) = ([ ], [ ])
γxσ(M :: ℓ) = (M :: ℓ
′, ℓ′′)
γyσ(M :: ℓ) = (ℓ
′,M :: ℓ′′)
γ'σ(M :: ℓ) = (M :: ℓ
′,M :: ℓ′′)
γ−σ(M :: ℓ) = (ℓ
′, ℓ′′)


♦ù (ℓ′, ℓ′′) = γσ(ℓ)
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s σ✱ ♦♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t |σ|+ = 1 ♣✉✐sq✉❡
❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❞✬♦ù κσ( ~M) ❡st ✉♥ s✐♥❣❧❡t♦♥✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ss✐ q✉❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ~M
♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❡t ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛
❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡t ❞❡ ♠❡♥❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s à ❞❡st✐♥❛t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❞✐r❡❝t❡ ❡t é❧é❣❛♥t❡ ✿
✐❧ s✉✣t ❞❡ ❧❡s ♠❡ttr❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐st❡✱ ❡t ❧❡s t❡r♠❡s s❡r♦♥t ❣✉✐❞és ❛✉① ❜♦♥s ❡♥❞r♦✐ts✱ ❣râ❝❡ ❛✉①
❞✐r❡❝t❡✉rs✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ✿
LtM[x1,...,xn]{xi := Mi} = LtM[x1,...,xi−1,Mi,xi+1,...,xn].
✾✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❊①❡♠♣❧❡ ■❱✳✷✳✶✵
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ♣❡t✐ts ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✿
L(λ)ǫM = λx.LM[x] = λx.x
L(λ(λ(()xy)'y))ǫM = λx.λy.L(()xy)'yM[x,y]
= λx.λy.x (x y)
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡
s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✶✶
❙✐ |σ| = n ❡t M1, . . . ,Mn s♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs
✕ |κσ([M1, . . . ,Mn])| = |σ|+ s✐ σ ∈ U ❀
✕ γσ([M1, . . . ,Mn]) = (ℓ, ℓ′) ♦ù |ℓ| = |σ|l ❡t |ℓ′| = |σ|r✳
Pr❡✉✈❡✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r n✳ 
▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✶✷
P❡♥❞❛♥t ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs
❛♣♣❡❧é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ LtρM[M1,...,Mn] ❛✈❡❝ |ρ| = n✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✶✶✳ ❈❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❛❥✉st❡ ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r
❞❡ ❧❛ ❧✐st❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡✱ ❝♦♥❢♦r♠é♠❡♥t ❛✉① ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ✭✈♦✐r ❧❡s
❉é✜♥✐t✐♦♥s ■❱✳✷✳✶ ❡t ■❱✳✷✳✾✮✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶✸ ✭❈♦♥s✐st❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✮
❙✐ tσ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ♦ù |σ| = n ❡t x1, . . . , xn s♦♥t n ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s ❛❧♦rs
LtσM[x1,...,xn] ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ✿
❙✐ tσ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ |σ| = n ❡t M1, . . . ,Mn s♦♥t ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✱ ❛❧♦rs LtσM[M1,...,Mn]
❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✳
▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✶✷✳ ▲❡ ❝❛s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s σ
❡st tr✐✈✐❛❧ ♣✉✐sq✉❡ |σ|+ = 1 ♣❛r ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✶✷✳ 
▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ❧✬✉♥❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ♠♦❞✉❧♦
α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ P♦✉r ❧❡ ♠♦♥tr❡r✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❧❡♠♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ■❱✳✷✳✶✹
✕ ξM ([x1, . . . , xn]) = (ℓ, σ) ✐♠♣❧✐q✉❡ κσ([x1, . . . , xn]) = ℓ ❀
✕ θM,N ([x1, . . . , xn]) = (ℓ1, ℓ2, σ) ✐♠♣❧✐q✉❡ γσ([x1, . . . , xn]) = (ℓ1, ℓ2)✳
Pr❡✉✈❡✳ ■♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r n✳ 
■❱✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ✾✺
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶✺ ✭■♥✈❡rs❡s✮
❙✐ M ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❢✈(M) ⊆ ~x✱ ❛❧♦rs LJMK~xM~x =α M. ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ M ❡st ✉♥
λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ LJMKM =α M ✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r M ✳
✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✿ LJxK~xM~x = x ❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳
✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ✿ LJ(λx.M)K~xM~x = L(λJMKℓ·[x])
σM~x = λy.LJMKℓ·[x]Mℓ·[y]✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠✲
♠❡ ■❱✳✷✳✶✹✱ ♦ù (ℓ, σ) = ξλx.M (~x)✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❝❡❝✐ ❡st α✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à λx.M ✳
✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ LJM NK~xM~x = L(JMKℓ′ JNKℓ′′)σM~x✱ ♦ù (ℓ′, ℓ′′, σ) = θM,N (~x)✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠✲
♠❡ ■❱✳✷✳✶✹ ❡t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✿ L(JMKℓ′ JNKℓ′′)σM~x = (LJMKℓ′Mℓ′ LJNKℓ′′Mℓ′′)✳
▲❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❛❧♦rs ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

■❱✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞♦♥♥❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t
❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❡st ❛♣♣❡❧é ♦✉✈❡rt (λo) ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
(λc) ❞é✜♥✐ ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹✳✸✱ q✉✐ ❡st ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ♠❛✐s q✉✐ ♥❡ s✐♠✉❧❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛
β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳
■❱✳✸✳✶ ❘è❣❧❡ ❇❡t❛
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ♣♦✉r é❧✐♠✐♥❡r ❧❡s β✲ré❞❡① ❡t ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ❉❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♣✐❧é (λtν)ρ✱ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡st ❞ét❡r♠✐♥é❡ ♣❛r ❧❡
❞❡r♥✐❡r ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ν ✭✈♦✐r ❧❛ ❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✷✳✹✮✱ ❡t |ν| = |ρ|+ +1 ❞✬❛♣rès ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞❡ ❧❛
❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶✳ P✉✐sq✉❡ ρ ♣❡✉t ❝♦♥t❡♥✐r ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭−✮ q✉✬✐❧ ❢❛✉t ♣rés❡r✈❡r✱
♥♦✉s ❧❡s r❡♠♦♥t♦♥s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿
❇❡t❛ ((λt)ρ u)σ  o (t[|ρ|++1 /u])
τ ♦ù τ = ψb(σ, ρ)
❛✈❡❝ ✿
ψb( ǫ, ǫ) = ǫ
ψb(yσ, ρ) = yψb(σ, ρ)
ψb(xσ,  ρ) = xψb(σ, ρ)
ψb(' σ,  ρ) = ' ψb(σ, ρ)
ψb(− σ, ρ) = − ψb(σ, ρ)
ψb(xσ, − ρ) = − ψb(σ, ρ)
ψb(' σ, − ρ) = yψb(σ, ρ)
❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✸✳✶
❙✐ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❧♦s❡ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ❡❧❧❡ ❛ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ✈✐❞❡✮✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐✲
t✉t✐♦♥ ❧✐❡ ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❡t s❡✉❧❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✿
((λt)ǫ u)σ  o (t[u])
σ.
◆♦✉s ❢♦♥❞❛♥t s✉r ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ s✐♠♣❧✐✜é ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡s
✾✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❝❧♦s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹✳
■❱✳✸✳✷ ❘è❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ♣r♦♣❛❣❡r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝réé❡s ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛
❞é✜♥✐❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✸✳✶✳ ▲❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ✐♥❞✐q✉❡♥t ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t
s✉✐✈r❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ♣❛r ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡ t❡r♠❡ ❡t ♣❛r ❞✐r❡❝t❡✉r ♣♦ss✐❜❧❡✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❝♦♠♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ❞é✜♥✐❡s✱ ❝♦♥s✐✲
❞ér♦♥s ✉♥ ❝❛s s✐♠♣❧❡ ✿ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (t u)xρ ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ((t u)xρ[v])σ✳ ▲❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞♦✐t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡ ❞❛♥s ❧❛
❜r❛♥❝❤❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✉ ♥÷✉❞ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧✬✐♥❞✐q✉❡ ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r x✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿
✭❆♣♣1✮ ((t u)xρ[v])σ  ((t[v])υ u)τ
❊ss❛②♦♥s ❞❡ tr♦✉✈❡r υ ❡t τ ✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭❝❧♦s❡✮ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❛✉①
♠❡♠❜r❡s ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞r♦✐t ❞❡ ❧✬éq✉❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ❙✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ σ = ρ =x✱ ❛❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥ ❡st ♣♦✉r t à ❣❛✉❝❤❡✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r τ = υ =x ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
s♦✐t ❛✉ss✐ ❣✉✐❞é❡ ✈❡rs t à ❞r♦✐t❡✳ ❙✐ σ =x ❡t ρ =y✱ ❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❞♦✐t êtr❡ ❞✐r✐❣é❡ ✈❡rs u✱ ❡t ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r τ =y ❡t υ ♥✬❡st ♣❛s ❝♦♥❝❡r♥é ✭❞✐s♦♥s q✉❡ υ = ǫ ✐❝✐✮✳ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ s✐ σ =y✱ ❧❛
s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ♣♦✉r v✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s τ =x ❡t υ =y✳
◆♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ t♦✉t❡s
❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥s ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬êtr❡ ♣r✐s❡s ❡♥ ❝♦♥s✐❞ér❛t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡
♦ù ❝❡rt❛✐♥❡s ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s à ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳ ▲❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷ ♠♦♥tr❡
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✳
▲❡s ❞✐✈❡rs❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s φ ❡t ψ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s
❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❛❞ ❤♦❝✳ ❊❧❧❡s s♦♥t ❣é♥éré❡s ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ❢❛ç♦♥ q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s à ♣❛rt✐r
❞❡s t❛❜❧❡s ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸✳
P❛r ❡①❡♠♣❧❡ ✿
φl( ǫ, ǫ) = ǫ
φl(yσ, ρ) = yφl(σ, ρ)
φl(xσ, y ρ) = φl(σ, ρ)
φl(xσ, x ρ) = xφl(σ, ρ)✱ ❡t❝✳
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π ✉t✐❧✐sé❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❊r❛s❡ ❛❥♦✉t❡ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐r❡❝t❡✉r − ♣♦✉r
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡✛❛❝é✱ ❡t ♣❡✉t êtr❡ ♣❛r❛♣❤r❛sé❡ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸ ❝♦♠♠❡
s✉✐t ✭α ❡st ✉♥ ❞✐r❡❝t❡✉r q✉❡❧❝♦♥q✉❡✮ ✿
π( ǫ, ǫ) = ǫ
π(yσ, ρ) = −π(σ, ρ)
π(xσ, α ρ) = απ(σ, ρ)
π(' σ, α ρ) = απ(σ, ρ)
π(− σ, ρ) = −π(σ, ρ)
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ π′ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❱❛r ré❛❧✐s❡ ✉♥❡ tâ❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭π′ ♥✬❡st ♣❛s ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ■❱✳✸ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ♥❡ s✉✐t ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ s❝❤é♠❛✮ ✿
■❱✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ✾✼
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❈♦♥❞✳
❱❛r (ρ[i/vν ])σ  o vτ ♦ù τ = π′(σ, ν) ρi=
❆♣♣1 ((t u)
ρ[i/v])σ  o ((t[j/v])
υ
u)τ ρi=x
♦ù υ = φl(σ, ρ\i), τ = ψ1(σ, ρ\i), j = |ρ1..i|l
❆♣♣2 ((t u)
ρ[i/v])σ  o (t (u[k/v])
ω)τ ρi=y
♦ù ω = φr(σ, ρ\i), τ = ψ2(σ, ρ\i), k = |ρ1..i|r
❆♣♣3 ((t u)
ρ[i/v])σ  o ((t[j/v])
υ (u[k/v])ω)τ ρi='
♦ù υ=φl(σ, ρ\i), ω=φr(σ, ρ\i), τ=ψ3(σ, ρ\i), j= |ρ1..i|l, k= |ρ1..i|r
▲❛♠ ((λt)ρ[i/v])σ  o (λ(t[i/v])υ·x)
τ ρi=
♦ù υ = φd(σ, ρ\i), τ = ψd(σ, ρ\i)
❈♦♠♣ ((t[j/u])ρ[i/v])σ  o (t[j/(u[k/v])ω])
τ ρi=y
♦ù ω = φr(σ, ρ\i), τ = ψ2(σ, ρ\i), k = |ρ1..i|r
❊r❛s❡ (tρ[i/v])σ  o tτ ♦ù τ = π(σ, ρ\i) ρi= −
❋✐❣✳ ■❱✳✷ ✕ ❘è❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ P
σ1 ρ1 φl φr ψ1 ψ2 ψ3 π
y ǫ y y x y ' −
x y ǫ x y y y y
x x x ǫ x x x x
x ' x x ' ' ' '
' y y ' ' y ' y
' x ' y x ' ' x
' ' ' ' ' ' ' '
− ǫ ǫ ǫ − − − −
x − ǫ ǫ − − − −
' − y y x y ' −
σ1 ρ1 ψd φd ψb
y ǫ  y y
x   x x
'   ' '
− ǫ − ǫ −
x − − ǫ −
' −  y y
❋✐❣✳ ■❱✳✸ ✕ ❋♦♥❝t✐♦♥s ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✾✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
π′( ǫ, ǫ) = ǫ
π′(yσ, α ν) = απ′(σ, ν)
π′(xσ, ν) = −π′(σ, ν)
π′(' σ, α ν) = απ′(σ, ν)
π′(− σ, ν) = −π′(σ, ν)
❈❡s rè❣❧❡s ♠ér✐t❡♥t q✉❡❧q✉❡s ❡①♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✿
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❱❛r ❡st ❧❛ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ◗✉❛♥❞ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ♠❛rq✉❡✉r ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❛✈❡❝ ❝♦♠♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
✭♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛ été ❣✉✐❞é❡ ✐❝✐ ❡t ♥✬❡st ♣❛s ❡✛❛❝é❡✮✳ ◆♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ρ\i = −
n
s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ − ❡t x ❞❛♥s σ ❞♦✐✈❡♥t t♦✉s ❞❡✉① rés✉❧t❡r ❡♥
✉♥ ❞✐r❡❝t❡✉r − ❞❛♥s τ ♣♦✉r ❛ss✉r❡r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡✛❛❝é❡s s♦✐❡♥t ♣rés❡r✈é❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✐♥s♣❡❝t❡r ρ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r τ ✳
✕ ▲❡s rè❣❧❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s rè❣❧❡s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ✐❝✐✳ ❙❡❧♦♥ ρi✱ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
❣✉✐❞é❡ à ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ à ❞r♦✐t❡✱ ♦✉ ❝♦♣✐é❡ ❞❛♥s ❆♣♣3 s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡
♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡♥ q✉❡st✐♦♥✳ ▲❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s s♦♥t ❝❛❧❝✉❧é❡s
♣❛r ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛❞ ❤♦❝ à ♣❛rt✐r ❞❡ σ ❡t ρ ✭❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ❧❡ iè♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❞❡ ❝❡tt❡
❞❡r♥✐èr❡✮✳
✕ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✉r♣r❡♥❛♥t❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ q✉✐ ♣❡r♠❡t à ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❞❡ tr❛✈❡rs❡r ✉♥❡
❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭▲❛♠✮ ❡st s✐♠♣❧❡✳ ❈❡❧❛ ♠ér✐t❡ ❞✬êtr❡ r❡♠❛rq✉é✱ ❝❛r ❝❡ ♥✬❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❤❛❜✐t✉❡❧s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝❡❧❛ ♥é❝❡ss✐t❡ ❞❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s
❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ♥♦♠♠és✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❆♣♣2 ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♣❛r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✉r✐♦♥s ♣✉ ❞♦♥♥❡r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s✐♠✐❧❛✐r❡s à ❆♣♣1 ❡t ❆♣♣3✱
♠❛✐s ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉rr❛✐❡♥t ❛❧♦rs s✬é❝❤❛♥❣❡r ✭❧❡✉r ♦r❞r❡ ♥❡ s❡r❛✐t ♣❛s ♣rés❡r✈é✮✱ ❝❡
q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡ q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡ é❝❤♦✉❡r❛✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t à ♣rés❡r✈❡r ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳
✕ ▲❛ rè❣❧❡ ❊r❛s❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦♥str✉❝t❡✉r ❞❡ t❡r♠❡✱
♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡ ❞✐r❡❝t❡✉r ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ s♦✐t −✳ ❆❧♦rs ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st
s✐♠♣❧❡♠❡♥t é❧✐♠✐♥é❡ ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉① ❞✐r❡❝t❡✉rs − s♦♥t ❛❥♦✉tés ♣♦✉r ♣r❡♥❞r❡ ❡♥ ❝♦♠♣t❡
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ t❡r♠❡ é❧✐♠✐♥é✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ♣❡t✐t✱ ❛✉ r❡❣❛r❞ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s
❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s st❛♥❞❛r❞✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦s rè❣❧❡s ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s
s②♥t❛①✐q✉❡s ♥♦♥✲tr✐✈✐❛❧❡s s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
❛r❜✐tr❛✐r❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t êtr❡ ❞r❛st✐q✉❡♠❡♥t s✐♠♣❧✐✜é s✐ ♥♦✉s ✐♠♣♦s♦♥s ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s
s✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ◆♦t♦♥s ❛✉ ♣❛ss❛❣❡
q✉❡ ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ s✉r ρi ❞❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❛ été ❡①t❡r♥❛❧✐sé❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r ❛♠é❧✐♦r❡r ❧❛ ❧✐s✐❜✐❧✐té
❡t ♥✬❡st ❜✐❡♥ sûr q✉✬✉♥ s✐♠♣❧❡ ✜❧tr❛❣❡ ❞❡ ♠♦t✐❢✳
❊①❡♠♣❧❡ ■❱✳✸✳✷
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s ❧❡ λ✲t❡r♠❡ λx.(λy.y)x
q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ s❡✉❧ ré❞❡① ✿
Jλx.(λy.y)xK = (λ((λ)ǫ)y)ǫ  o (λ(
[])y)ǫ  o (λ
)ǫ = Jλx.xK
◆♦t♦♥s q✉✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ à ❧✬❛✐❞❡ ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs✱ ❣râ❝❡ ❛✉① ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣rés❡♥té❡s
■❱✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ✾✾
❞❛♥s ❬❑❙✽✽❪✱ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ♣❛s à ❝❡ ré❞❡① ❞✬êtr❡ ❝♦♥tr❛❝té✱ ❡t ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t
êtr❡ ❝♦♣✐é s✬✐❧ ét❛✐t ✉t✐❧✐sé ❝♦♠♠❡ ❛r❣✉♠❡♥t✳ ❊♥ ❝❡ s❡♥s✱ ♥♦tr❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧✐s❡ ❞♦♥❝ ❧❡s
❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❞❡ ❬❑❙✽✽❪✳
■❱✳✸✳✸ Pr♦♣r✐étés
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✸ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮
❙✐ tσ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❡t tσ  o uτ ✱ ❛❧♦rs uτ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱ ❞❡ ♣❧✉s |σ| = |τ |✳
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❢❛✉t ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ♣r♦❞✉✐t ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡
❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ t❛✐❧❧❡✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❧❛❜♦r✐❡✉s❡ ♠❛✐s s❛♥s ❞✐✣❝✉❧tés✱ ❡t ♥♦✉s ❧✬♦♠❡tt♦♥s✳ 
▲❡ ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ P✮
t❡r♠✐♥❡ ✿ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❡✛❛❝❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❧❛ ❢❛✐t ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❞✬✉♥ ♣❛s ✈❡rs ❧❡s ❢❡✉✐❧❧❡s✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ P ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳
❈❡tt❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ ❧❡s ❧♦♥❣✉❡✉rs ❞❡s ❝❤❡♠✐♥s q✉✐ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ tr❛✈❡rsés ♣❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ◆♦✉s ❧✬❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✹ ✭❉✐st❛♥❝❡✮
▲❛ ❞✐st❛♥❝❡ ❛ss♦❝✐é❡ à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ [i/v] ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ (t[i/v])ρ ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡ ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
|t[i/v]| ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
|σ[i/v]| = 1
|(λt)σ[i/v]| = 1 ✭s✐ σi = −✮
|(λt)σ[i/v]| = 1 + |t[i/v]| ✭s✐ σi =✮
|(t u)σ[i/v]| = |(t[j/u])σ[i/v]| = 1 + |t[k/v]| ✭s✐ σi =x✮
|(t u)σ[i/v]| = |(t[j/u])σ[i/v]| = 1 + |u[k/v]| ✭s✐ σi =y✮
|(t u)σ[i/v]| = |(t[j/u])σ[i/v]| = 1 + |t[k/v]|+ |u[k′/v]| ✭s✐ σi ='✮
|(t u)σ[i/v]| = |(t[j/u])σ[i/v]| = 1 ✭s✐ σi = −✮
♦ù k ❡t k′ s♦♥t ❝❛❧❝✉❧és ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✷✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✺ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t ✉♥ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡
❛✈❡❝ ✉♥ é❧é♠❡♥t |u[i/v]| ♣♦✉r ❝❤❛q✉❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ (u[i/v])ρ ❞❡ t✳ ❈❤❛q✉❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
rè❣❧❡ ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✐♠✐♥✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ✿ ❧❡s rè❣❧❡s ❱❛r ❡t ❊r❛s❡ ❡✛❛❝❡♥t ✉♥
é❧é♠❡♥t ❞✉ ♠✉❧t✐✲❡♥s❡♠❜❧❡✱ ❡t ❞❛♥s ❧❡s ❛✉tr❡ rè❣❧❡s✱ ✉♥ é❧é♠❡♥t ❡st r❡♠♣❧❛❝é ♣❛r ✉♥ ♦✉ ❞❡✉①
é❧é♠❡♥ts str✐❝t❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣❡t✐ts✳ 
■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉✬♦♥ ❛tt❡✐♥t t♦✉❥♦✉rs ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r ✭s❛♥s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t
❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✻ ✭❈♦♠♣❧ét✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✮
❈❤❛q✉❡ t❡r♠❡ ❛ ✉♥❡ P✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ q✉✐ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ♣✉r✳
✶✵✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ♣❛r ❝♦♥tr❛❞✐❝t✐♦♥ q✉❡ t♦✉t t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (u[i/v])ρ ♣❡✉t êtr❡
ré❞✉✐t ♣❛r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ P✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✱ ❡t ♣r❡♥♦♥s ❡♥ ✉♥ ❞❡ t❛✐❧❧❡
♠✐♥✐♠❛❧❡ ✿ (t[i/w])σ✳ ❈♦♥s✐❞ér♦♥s t♦✉s ❧❡s ❝❛s ♣♦✉r t✳ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ♦✉
❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦♥ ♣❡✉t é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛♣♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ P✳ ❙✐ ❝✬❡st ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ (t′[j/u′])υ✱
❛❧♦rs ❡❧❧❡ ❡st ré❞✉❝t✐❜❧❡ ✭♣❛r ♠✐♥✐♠❛❧✐té ❞✉ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡✮✳ 
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✼ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t✳
Pr❡✉✈❡✳ P ❛ s❡♣t ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡✱ t♦✉t❡s ❛✈❡❝ ❈♦♠♣✳ ❉❛♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ s❛♥s ❞✐r❡❝t❡✉r
♣♦✉r ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✹✮✱ ❡❧❧❡s ❝♦♥✈❡r❣❡♥t t♦✉t❡s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✳ ▼❛✐s ✐❝✐✱ ❧❡s ♣❛✐r❡s s❡
ré❞✉✐s❡♥t ✈❡rs ❞❡s t❡r♠❡s ♦ù ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ♣❡✉t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ à ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❡t ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❡✛❡❝t✉❡r ✉♥❡ ét❛♣❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ ♣♦✉r ❛♣❧❛t✐r ❝❡s
❞❡✉① ❝❤❛î♥❡s ❡♥ ✉♥❡✱ ❡t ♦❜t❡♥✐r ❞❡s t❡r♠❡s s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t é❣❛✉①✳ ❇✐❡♥ sûr✱ ❝❡❧❛ r❡♥❞ ❧❛ ♣r❡✉✈❡
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛st✐❞✐❡✉s❡✱ ❞✉ ❢❛✐t ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❛r ❝❛s ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ✐♠♣❧✐q✉é❡s ❞❛♥s ❧❡s
rè❣❧❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s ❞ét❛✐❧s q✉❡ ♣♦✉r ❧❛ ♣❛✐r❡ ❱❛r✴❈♦♠♣✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡s
❛✉tr❡ ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✳
((χ[j/uν ])ρ[i/v])σ
❈♦♠♣ ✲ (χ[j/(uν [k/v])ω])τ
(uγ [i/v])σ
❱❛r
❄
(uν [k/v])µ
❱❛r
❄
?
✛✲
❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s χj =, ρi =y ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ✿
k = |ρ1..i|r, γ = π′(ρ, ν), τ = ψ2(σ, ρ\i), ω = φr(σ, ρ\i), µ = π
′(τ, ω)✳
▲❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ét❛♥t q✉❡ ❞❡s
❞✐r❡❝t❡✉rs − ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r été ❛❥♦✉tés ❞❛♥s γ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t ❞❛♥s µ ❞❛♥s ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❞r♦✐t❡✱ ❞♦♥❝ à ❞❡s ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❍❡✉r❡✉s❡♠❡♥t✱ ❝❡s t❡r♠❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡♥ P✲
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✻✮✱ ❡t ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉✬✉♥❡ ❛✉tr❡ P✲rè❣❧❡ ♣❡✉t êtr❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ✭■❧ ② ❛ ✉♥ ❝❛s ♦ù ♥♦✉s ♥❡ ❧❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s✱ ♠❛✐s ❛❧♦rs
♥♦✉s ❛✈♦♥s uν  ∗o u
′ν′ ♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ré❞✉✐r❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❡t uγ = uπ
′(ρ,ν)  ∗o u
′π′(ρ,ν′)✱ ❡t
❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✮✳ ❈✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❧❛ ♠ê♠❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❧❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡
t❡r♠❡ s❛♥s ❛♥♥♦t❛t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❡t γi = νk✱ ❝❡ q✉✐ ✈✐❡♥t ❞❡s
♦❜s❡r✈❛t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
✭✐✮ π′(ρ, ν) ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ |ν|= |ρ|r ❀
✭✐✐✮ s✐ |ν|= |ρ|r✱ 1≤ i≤|ρ| ❡t k= |ρ1..i|r✱ π′(ρ1..i, ν1..k) ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ π′(ρ, ν) ❀
✭✐✐✐✮ s✐ |ν|= |ρ|r✱ |π′(ρ, ν)|= |ρ| ❀
✭✐✈✮ s✐ |ν|= |ρ|r✱ 1≤ i≤|ρ| ❡t k= |ρ1..i|r✱ (π′(ρ, ν))1..i = π
′(ρ1..i, ν1..k)✳
■❱✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ✶✵✶
✭✐✮✱ ✭✐✐✮✱ ✭✐✐✐✮ s♦♥t ❝❧❛✐rs à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ π′ ❡t ✭✐✈✮ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡
✭✐✐✮ ❡t ✭✐✐✐✮✳ ❈♦♠♠❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❡♥ ❡✛❡t ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s à ♣❛rt✐r ❞❡ ✭✐✈✮✱ q✉❡ γi = νk
❡t (π′(ρ, ν))
\i
= π′(ρ\i, ν\k)✳ (∗)
▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t é❣❛✉① ❛♣rès ❝❡tt❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭✐♥❝♦♥♥✉❡✮✱ ✐❧
s✉✣t ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ f(σ, γ\i) = f(µ, ν\k) ♣♦✉r f ∈ {φl, φr, φd, ψ1, ψ2, ψ3, ψd, π, π
′} ❡t |γ1..i|r =
|ν1..k|r✱ |γ1..i|l = |ν1..k|l✳
❈❡tt❡ tâ❝❤❡ ❡st ❜✐❡♥ sûr ❛✛r❡✉s❡♠❡♥t ❢❛st✐❞✐❡✉s❡ ❡t ♥♦✉s ❧✬♦♠❡tt♦♥s ❡♥ ❣r❛♥❞❡ ♣❛rt✐❡✳
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t tr❛✐t❡r ✉♥ ❝❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✱ ❞✐s♦♥s ψ1✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ♥♦tr❡ rè❣❧❡
✐♥❝♦♥♥✉❡ ét❛✐t ❡♥ ❢❛✐t ❆♣♣1✱ ❡t ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s ❞❡
❝❡s ❞❡✉① t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥❝ ❝♦♠♣❛r❡r ψ1(σ, γ\i) ❡t ψ1(µ, ν\k) ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s ✈❛❧✐❞❡s✱
❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♣♦✉r t♦✉s ❧❡s ❝❛s q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ❞❡s t❡r♠❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❜✐❡♥ ❢♦r♠és ✿
σ ρ\i ν\k γ\i ψ1(σ, γ\i) τ ω µ ψ1(µ, ν\k)
y ǫ ǫ ǫ x y y y x
x y y y y y x x y
x y x x x y x x x
x y − − − y x x −
x x ǫ − − x ǫ − −
x − ǫ − − x ǫ − −
− ǫ ǫ ǫ − − ǫ − −
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧✬♦♥ ❝❛❧❝✉❧❡ γ\i à ♣❛rt✐r ❞❡ ρ\i ❡t ν\k ❣râ❝❡ à (∗)✳
▲❛ t❛❜❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉❡ s✐ σ✱ ρ✱ ν s♦♥t ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐s ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é✱
ψ1(σ, γ\i) = ψ1(µ, ν\k) ✭❧❡s ❝❛s ❛✈❡❝ ' ♦♥t été ♦♠✐s ♠❛✐s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✮✱ ❛✐♥s✐✱ ❛♣rès ❧✬❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❆♣♣1 ❛✉① ❞❡✉① t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❝r✐t✐q✉❡✱ ❧❡✉rs ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡①tér✐❡✉r❡s
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❯♥❡ ♣r❡✉✈❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✈❡❝ φl ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ q✉❡ ❝❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❜✐❡♥ ❧❡s
♠ê♠❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❧✉t ❝❡ ❝❛s✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ 
▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇✲
♠❛♥ ■✳✶✳✹✳
❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■❱✳✸✳✽ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t s✉r ❧❡s λo✲t❡r♠❡s✳
❈♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ✭❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ■❱✳✸✳✽✮ ❡t ❞❡ ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ✭Pr♦♣♦s✐✲
t✐♦♥ ■❱✳✸✳✺✮✱ ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ P ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ✈❡rs
s♦♥ ✉♥✐q✉❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❞é♥♦té❡ P(t)✳ ▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ P ✐♠♣❧❛♥t❡ ❧❛ ♠ét❛✲
♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✿ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r M{x := N}✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❡r M ✱
❝♦♠♣✐❧❡r N ✱ ❝ré❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ❡t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❡r ❛✈❡❝ P✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✾ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥✮
❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡s λ✲t❡r♠❡s✳ ❙♦✐t JMK~x = tρ✱ JNK~y = u✳ ❙♦✐t ρ′ = ρ− ❡t i = |ρ| + 1 s✐
x 6∈ ~x✱ s✐♥♦♥ ρ′ = ρ ❡t i ❡st ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ x ❞❛♥s ~x✳ ❆❧♦rs LP((tρ
′
[i/u])σ)M~z = M{x := N}
✭♦ù ~x, ~y, ~z, σ s♦♥t ❝❤♦✐s✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞éq✉❛t❡✮✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉rM ✳ ❙✐M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s ✿ s✐M = y 6= x✱
♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t r❡q✉✐s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❊r❛s❡✱ s✐♥♦♥ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❱❛r✳ ▲❡ ❝❛s
✶✵✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣1✱ ❆♣♣2✱ ❆♣♣3 ♦✉
❊r❛s❡✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ▲❛♠ ♦✉ ❊r❛s❡✳

▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s λo ❡st ❝♦rr❡❝t❡ ✈✐s✲à✲✈✐s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✶✵ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ λo✮
❙✐ t o u✱ ❛❧♦rs LtM~x →∗β LuM~x✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ✿
✶✳ ❙✐ t P u✱ ❛❧♦rs LtM~x = LuM~x✱ ❡t
✷✳ ❙✐ t ❡st ✉♥❡ P✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs LtM~x →β LuM~x✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ❡st tr✐✈✐❛❧ s✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❡ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ P✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡
❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ré❛❧✐s❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿
LtM[x1,...,xi−1,Mi,xi+1,...,xn] = LtM[x1,...,xn]{xi := Mi}.
❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❡st ✉t✐❧✐sé❡✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s
✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉❛♥❞ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s t = ((λw)ρ v)σ ❡t
u = (w[|ρ|++1/v])τ ✳ P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ LtM~x = (λx.LwM~y)LvM~z✱ ♦ù ~x, ~y, ~z
s♦♥t ❧❡s ❧✐st❡s ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ✿
LtM~x →β LwM~y{x := LvM~z} = LuM~x ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❣é♥ér❛❧✱
❝❡ ❇❡t❛✲ré❞❡① ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t êtr❡ ❝♦♣✐é ♦✉ ❡✛❛❝é ♣❛r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥
❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ LtM~x →∗β LuM~x✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ s✐ t ❡st ✉♥❡ P✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❛❧♦rs
LtM~x →β LuM~x ♣✉✐sq✉❡ t ♥❡ ❝♦♥t✐❡♥t ♣❛s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ 
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡ ❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ q✉✐ ❡①♣r✐♠❡ ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ λo ♣♦✉r ❧❛
β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✸✳✶✶ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥✮
❙♦✐t M ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ❢✈(M) ⊆ ~x✳ ❙✐ M →β N ✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ u t❡❧ q✉❡ JMK~x  ∗o u ❡t
LuM~x = N ✳
M
→β✲ N
t
J·K
❄
✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
 ∗o
✲ u
L·M
✻
✳✳✳✳✳✳✳✳✳✳
Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✸✮ tr❛♥s❢♦r♠❡ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡♥
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❡t ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡♥ ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ s✐ M ❛ ✉♥ β✲ré❞❡① ❛❧♦rs JMK~x
❛ ✉♥ ❇❡t❛✲ré❞❡①✳ ◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r M ✳ ▲❡ s❡✉❧ ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉❛♥❞ ❧❛
β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛ ❧✐❡✉ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ M ✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ M = (λx.M ′)N ′ ❡t N = M ′{x := N ′}✳ ❊♥
✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿
✕ Jλx.M ′K~z = (λr)ν ♦ù r = JM ′K~z′x
✕ JN ′K~y = w
■❱✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ✶✵✸
✕ JMK~x  ❇❡t❛ (r[i/w])σ
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❙✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✭▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✾✮✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❡♠❛♥❞é ✿
(r[i/w])σ  ∗o u ❛✈❡❝ LuM~x = N.
▲❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦♥t t♦✉t❡s ❞❛♥s P✳

❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✸✳✶✷
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ♣❛s u = JNK~x ✭❝❡ q✉✐ s❡r❛✐t ♣❧✉s ❢♦rt✮✳ ❆ t✐tr❡ ❞✬❡①❡♠♣❧❡✱
Jλxλy.((λz.y) x)K = (λ(λ((λ−))yx))ǫ  ∗o (λ(λ
−))ǫ✱ ❡t L(λ(λ−))ǫM = λxλy.y✱
❛❧♦rs q✉❡ Jλxλy.yK = (λ(λ)−)ǫ✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ♥✐✈❡❛✉① ❞✐✛ér❡♥ts ♦ù ♥♦✉s ♣♦✉✲
✈♦♥s ❞✐r❡ q✉❡ x ❞♦✐t êtr❡ ❡✛❛❝é✳ ▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❝❛♥♦♥✐q✉❡ ❞❡ ♣❧❛❝❡r
❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❛✉ ♣❧✉s ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ♣♦ss✐❜❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❥✉st❡ ❡♥ ❞❡ss♦✉s ❞✉ λ ❝♦rr❡s✲
♣♦♥❞❛♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ ❛rr✐✈❡r q✉✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✐s♣❛r❛✐ss❡ ❛✉ ❝♦✉rs ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧✬❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ ◆♦✉s ♣♦✉rr✐♦♥s ❜✐❡♥ sûr ❛❥♦✉t❡r ✉♥❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❢❛✐r❡ r❡✲
♠♦♥t❡r ❧❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉✬✐❧s ❛tt❡✐❣♥❡♥t ❧❡✉r ♣♦s✐t✐♦♥ ❝❛♥♦♥✐q✉❡✱ ❞❡
s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✉r✐♦♥s ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t u = JNK~x✳ ▼❛✐s ❝✬❡st ✐♥✉t✐❧❡✱ ❡t ❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❝❡
q✉❡ ❞✐t ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛✈♦✐r ❞❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ✐♥t❡r♥❡s ❞✐❢✲
❢ér❡♥t❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ ♠ê♠❡ t❡r♠❡ ❞✉r❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥♦✉s ✐♠♣♦rt❡ ♣❡✉
t❛♥t q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ré❝✉♣ér❡r ❧❡ rés✉❧t❛t ❝♦rr❡❝t à ❧❛ ✜♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱
❜✐❡♥ q✉✬❛♣♣❛r❡♠♠❡♥t ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❝❡ à q✉♦✐ ❧✬♦♥ ♣♦✉✈❛✐t s✬❛tt❡♥❞r❡✱ ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✸✳✶✶
❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣r♦♣r✐été ♣♦✉r ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ sé♣❛r❡ ♣r♦♣r❡♠❡♥t ❧❛
❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✳
P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ λo✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❧❡♠♠❡s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s✳
❉é✜♥✐ss♦♥s t →B u s✐ t✱ u s♦♥t ❡♥ P✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t t ❇❡t❛ ∗P u✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✸
t o u ⇒ P(t)→∗B P(u)✳
Pr❡✉✈❡✳ ➱✈✐❞❡♥t s✐ t  P u✳ ❙✐ t  ❇❡t❛ u✱ ❧❡ ❝❛s ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉❛♥❞ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st
❛ ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❆❧♦rs ((λt)ρ v)σ  ❇❡t❛ (t[|ρ|++1/v])τ ❡t ((λP(t))ρ P(v))σ →B P((P(t)[|ρ|++
1/P(v)])τ ) = P(u)✳ 
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✹
❙✐ t →B u ❛❧♦rs LtM~x →β LuM~x ✭✉♥❡ ét❛♣❡✮✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✶✵✳

◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ rés✐❞✉s ❡t ❞❡ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱
❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ →B s✉r ❧❡s P✲❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ λo✲t❡r♠❡s ✭✈♦✐r ❬❇❛r✽✹❪✮✳ ❆❧♦rs✱
❝❧❛✐r❡♠❡♥t✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✹✱ à ✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ t ♣❛r →B ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ LtM~x ♣❛r
→β ✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✐♥s✐ ✉♥ ❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❋✐♥✐s ♣♦✉r →B ✿
✶✵✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✺ ✭❋❉ ♣♦✉r →B✮
❙✐ t ❡st ✉♥❡ P✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ t♦✉s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❞❡ t ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ →B s♦♥t ✜♥✐s✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ✐♥✜♥✐ ❞❡ (t,F) ♦ù t ❡st ✉♥ λo✲t❡r♠❡ ❡♥
P✲❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❡t F ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ →B✲ré❞❡① ❞❡ t ✿
t →B t1 →B · · · →B tn →B · · ·
❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✹ ✿
LtM~x →β Lt1M~x →β · · · →β LtnM~x →β · · ·
♦ù ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❡st ✉♥ rés✐❞✉ ❞✬✉♥ ré❞❡① ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à F ✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s❛t✐s❢❛✐t ❧❡
❚❤é♦rè♠❡ ❞❡s ❉é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❋✐♥✐s ❬❇❛r✽✹❪✱ ❝✬❡st ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✳

❯♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ (t,F) ❡st ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❞❡ (t,F) t❡❧ q✉✬✐❧ ♥❡ r❡st❡
❛✉❝✉♥ rés✐❞✉ ❞❡ F ❛♣rès ❧✉✐✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✻
❚♦✉s ❧❡s ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ (t,F) ♣❛r →B t❡r♠✐♥❡♥t s✉r ❧❡ ♠ê♠❡ t❡r♠❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t →B u ❡t t →B v s♦♥t ❧❡s ♣r❡♠✐èr❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❞❡✉① ❞é✈❡❧♦♣♣❡✲
♠❡♥ts ❝♦♠♣❧❡ts ❞❡ (t,F)✱ ♦❜t❡♥✉❡s ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡s ré❞❡① f1 ❡t f2 r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❆❧♦rs✱ ♣❛r
❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ →B✱ u ❡t v s♦♥t ❞❡s P✲❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❡t ✐❧ ② ❛ ❞❡s t❡r♠❡s u′ ❡t v′ t❡❧s q✉❡
t ❇❡t❛ u
′  ∗P u = P(u
′) ❡t t ❇❡t❛ v′  ∗P v = P(v
′)✳
❙✐ ❧❡ ❇❡t❛✲ré❞❡① ré❞✉✐t ❡st ❧❡ ♠ê♠❡ ❞❛♥s ❧❡s ❞❡✉① ❝❛s✱ ❛❧♦rs é✈✐❞❡♠♠❡♥t u = v ♣❛r❝❡
q✉❡  P ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ f1, f2 ∈ F s♦✐❡♥t ❞❡s ❇❡t❛✲ré❞❡① ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❆❧♦rs u ❡t
v ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❥♦✐♥ts ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✸✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ s✉✐✈❛♥t✱ ♦ù
 
fi/fj
❇❡t❛ ❞é♥♦t❡ ❧❛ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rés✐❞✉s ❞❡ fi r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t à fj ✭✈♦✐r ❬❇❛r✽✹❪✮ ✿
t
 
f1
❇❡t❛✲ u′
 ∗P✲ u
v
′
 
f2
❇❡t❛
❄
 
f1/f2
❇❡t❛
✲ s
 
f2/f1
❇❡t❛
❄
v
 ∗P
❄
→∗B
✲ P(s)
→∗B
❄
 
∗
P
✲
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉❝❤❡ ❡t s❡ s✉♣❡r♣♦s❡ s❡✉❧❡♠❡♥t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t
❛✈❡❝ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡✱ ❝❡ q✉✐ ❣❛r❛♥t✐t ❧✬❡①✐st❡♥❝❡ ❞❡s t❡r♠❡s s ❡t P(s) ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t
(t, {f1, f2})✳
▲❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✺ ❡t ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇♠❛♥ ❬◆❡✇✹✷❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ t❡r♠✐♥❡r ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳

■❱✳✸✳ ❈❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ✶✵✺
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✼
→B ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳
Pr❡✉✈❡✳ ❉é✜♥✐ss♦♥s t֌B u s✐ u ❡st ✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ (t,F) ♣♦✉r →B ♣♦✉r ✉♥
❝❡rt❛✐♥ F ✳ ❆❧♦rs ✿
✕ →∗B =֌
∗
B
✕ ֌B ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ✿ s✐ t֌B t1 ✭❛✈❡❝ F1✮ ❡t t֌B t2 ✭❛✈❡❝ F2✮✱ ❛❧♦rs s♦✐t t3
✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t ❝♦♠♣❧❡t ❞❡ t ❛✈❡❝ F1 ∪ F2✳ t ֌B t1 ♣r♦✈✐❡♥t ❞✬✉♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❡♠❡♥t
♣❛rt✐❡❧ ❞❡ (t,F1 ∪ F2)✱ ❛✐♥s✐ ❡♥ ❞é✈❡❧♦♣♣❛♥t ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❡s rés✐❞✉s ❞❡ F1 ∪ F2 ❞❛♥s
t1✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✻ t1֌B t3✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡♠❡♥t t2֌B t3✳

❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✸✳✶✽ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ λo ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t
 ∗o✲ u
v
 ∗o
❄
 ∗o
✲ w
 ∗o
❄
◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ét❤♦❞❡ ❞✬✐♥t❡r♣rét❛t✐♦♥✳ P❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✸✱ P(t)→∗B P(u) ❡t P(t)→
∗
B
P(v)✳ P❛r ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✶✼✱ ✐❧ ❡①✐st❡ w t❡❧ q✉❡ P(u) →∗B w ❡t P(v) →
∗
B w✳ ❊t ♣✉✐sq✉❡
→∗B ⊂ 
∗
o✱ ❧❡s ❞ér✐✈❛t✐♦♥s u 
∗
o P(u) 
∗
o w ❡t v 
∗
o P(v) 
∗
o w ❝♦♥❝❧✉❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
▲❛ ♣r♦♣r✐été ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♣❛r❢♦✐s ❛♣♣❡❧é❡ ❣r♦✉♥❞ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❛♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦✲
❧♦❣✐❡ ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ♣✉✐sq✉✬❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ λo ♣❧✉tôt
q✉✬à ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♠ét❛✈❛r✐❛❜❧❡s ❞✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ ♣r♦♣r✐été q✉✐ ❛
été ❛❜♦♥❞❛♠♠❡♥t ét✉❞✐é❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❡st ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡
❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡ ✭P❙◆✮ ✿ ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❢♦rt❡ s✐ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡
✭✈♦✐r ❬▼❡❧✾✺❪ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ♣♦✉r λσ✱ ❡t ❬▲❘❉✾✺✱ ❉●✵✶❪ ♣♦✉r ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t
❧❛ P❙◆✮✳ ●râ❝❡ à ♥♦tr❡ ❢♦r♠❡ ❧✐♠✐té❡ ❞❡ ❝♦♠♣♦s✐t✐♦♥ ✭❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣ ♣❡r♠❡t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡
❞é♣❧❛❝❡r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡ ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ s✉❜st✐t✉é❡ ❛♣♣❛r❛ît✮ λo ♣ré✲
s❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ◆♦tr❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ P❙◆ ❡st ✐♥s♣✐ré❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ λυ ❬▲❘❉✾✺❪✳ ◆♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❡t ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✳ ■♥t✉✐t✐✲
✈❡♠❡♥t✱ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ré❞❡① ❧❡ ♣❧✉s ❜❛s ♣♦ss✐❜❧❡
♣♦✉r ❝♦♥s❡r✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥✱ ❡t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❡①t❡r♥❡ s✐ ❡❧❧❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ à
❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é♥♦t♦♥s ♣❛r  ❇❡t❛,p ✉♥❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✱
❡t ♣❛r  o,p ✉♥❡ λo✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛r❜✐tr❛✐r❡ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ p✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✶✾ ✭❉ér✐✈❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡✮
❯♥❡ s✉✐t❡ ✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s λo
t1  ❇❡t❛,p1 t
′
1  
∗
P · · · ti  ❇❡t❛,pi t
′
i  
∗
P . . .
✶✵✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❡st ♠✐♥✐♠❛❧❡ s✐ ♣♦✉r t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
t1  ❇❡t❛,p1 t
′
1  
∗
P · · · ti  ❇❡t❛,q u 
∗
P · · ·
♥♦✉s ❛✈♦♥s pi 6≤♣r❡❢ q ✭q 6= pip′ ♣♦✉r t♦✉t p′✮✳
❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ ❞❛♥s t♦✉t❡ ❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡✱ pi ❡t q s♦♥t ❞✐s❥♦✐♥ts ♦✉ q ❡st ❛✉✲❞❡ss✉s
❞❡ pi✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❇❡t❛✲ré❞❡① q✉❡ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❡st ❧✬✉♥ ❞❡s ♣❧✉s ❜❛s✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✷✵ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡✮
▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ Ext(t) ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s ❞✉ t❡r♠❡ t ❡st ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t✱ ♦ù Λ ❞é♥♦t❡
❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❡t xX ❞é♥♦t❡ {x · y | y ∈ X} s✐ X ❡st ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ ♣♦s✐t✐♦♥s ✿
Ext(σ) = {Λ}
Ext((λt)σ) = 1Ext(t) ∪ {Λ}
Ext((t u)σ) = 1Ext(t) ∪ 2Ext(u) ∪ {Λ}
Ext((t[k/u])σ) = 1Ext(t) ∪ {Λ}
❯♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ t o,p u ❡st ❡①t❡r♥❡ s✐ p ∈ Ext(t)✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❡❧❧❡ ❡st ✐♥t❡r♥❡✳ ◆♦✉s
♥♦t♦♥s t ❡①to u ✭r❡s♣✳ t 
✐♥t
o u✮ ♣♦✉r ✐♥s✐st❡r s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉✬✉♥❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡st ❡①t❡r♥❡ ✭r❡s♣✳
✐♥t❡r♥❡✮✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✷✶
❙✐ t  ❇❡t❛,p u ❡st ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡①t❡r♥❡ ❛❧♦rs LtM~x →
+
β LuM~x✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
LtM~x 6= LuM~x s✐ LtM~x ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡ t❡r♠❡ t ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ❇❡t❛✲ré❞❡①✱ ❡t ♣✉✐sq✉✬✐❧ ❡st ❡①t❡r♥❡✱ ✐❧ ♥✬❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ♣❛s
❡✛❛❝é ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✭✈♦✐r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✶✵✮✳ ❆✐♥s✐ LtM~x →
+
β LuM~x✳ 
▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✷✷
❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡
t o t1  o t2  o t3  o t4 · · ·
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❇❡t❛ s♦♥t ✐♥t❡r♥❡s✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥
✐♥✜♥✐❡
t 
∗
P u1  o u2  o u3  o u4 · · ·
❞❛♥s ❧❛q✉❡❧❧❡ ❧❡s ré❝r✐t✉r❡s ❞❡ t à u1 s♦♥t ❧❡s s❡✉❧❡s ❡①t❡r♥❡s ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s
s♦♥t ✐♥t❡r♥❡s à ♣❛rt✐r ❞❡ u1✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ u  ✐♥to v  
❡①t
o w ❞❛♥s ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❛❧♦rs
u ❡①to v
′  ✐♥t∗o w ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡
u✳ ❙✐ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❡①t❡r♥❡ ♥✬❛ ♣❛s ❧✐❡✉ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ r❛❝✐♥❡ ❛❧♦rs ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐
❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❡①t❡r♥❡ ❛ ❧✐❡✉ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ u✱ ❛❧♦rs ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é ❡st ❞❛♥s P ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ❡t
❞♦♥❝ u ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (t[i/v])σ✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡s ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡✳
■❱✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧✐✜és ✶✵✼
❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❱❛r✱ ❆♣♣1✱ ❆♣♣2✱ ▲❛♠✱ ♦✉ ❈♦♠♣ ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♠♠✉t❡♥t✳ ❙✐ ❧❛ rè❣❧❡
❡st ❆♣♣3✱ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ❡st r❡♠♣❧❛❝é❡ ♣❛r ❞❡✉① ré❝r✐t✉r❡s ✐♥t❡r♥❡s✳ ❙✐ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❊r❛s❡✱
❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ✐♥t❡r♥❡ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ P ✭Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✺✮ ❛ss✉r❡ q✉✬✐❧
② ❛ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✜♥✐ ❞✬ét❛♣❡s ❡①t❡r♥❡s t ∗P u1✱ ❝❡ q✉✐ ❛❝❤è✈❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣r♦✉✈❡r ✉♥ rés✉❧t❛t ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ q✉❡ ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛✲
t✐♦♥ ❢♦rt❡✱ q✉✐ ♥♦✉s s❡r❛ ❛✉ss✐ ✉t✐❧❡ ♣♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✻✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✷✸
❙✐ LtM~x ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s λo✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧✬❛❜s✉r❞❡✱ s✉♣♣♦s♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛✐t ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡ ♣❛rt❛♥t ❞❡ t✳ ◆♦✉s
♠♦♥tr♦♥s q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✐♥✜♥✐❡ ♣♦✉r LtM~x✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s ✉♥❡ s✉✐t❡ ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥s ✐♥✜♥✐❡ ♠✐♥✐♠❛❧❡✱ q✉✐ ❝♦♥t✐❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❞❡ ❇❡t❛ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡s
rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡♥t ✿
t 
∗
P t1  ❇❡t❛ t2  
∗
P t3  ❇❡t❛ t4 · · ·
P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✶✵ ✿
LtM~x = Lt1M~x →
∗
β Lt2M~x = Lt3M~x →
∗
β Lt4M~x · · ·
❡t ♣✉✐sq✉❡ LtM~x ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ♣❛r ❤②♣♦t❤ès❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ k t❡❧ q✉❡ ♣♦✉r t♦✉t i ≥ k✱
LtiM~x = Lti+1M~x✳ ❆✐♥s✐✱ ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✷✶✱ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛♣rès ❝❡
♣♦✐♥t s♦♥t ✐♥t❡r♥❡s✱ ❡t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✸✳✷✷✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉♣♣♦s❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛♣rès tk s♦♥t ✐♥t❡r♥❡s✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ u[i/v] ❞❡ tk ❛✈❡❝ ✉♥❡ s✉✐t❡
✐♥✜♥✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛rt❛♥t ❞❡ v✳ ▼❛✐s ❝❡tt❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛ été ❝réé❡ ♣❛r ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❇❡t❛
♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥tr❡❞✐t ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞❡ ♠✐♥✐♠❛❧✐té✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✸✳✷✹ ✭P❙◆ ✮
❙✐ M ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❛✈❡❝ ❢✈(M) ⊆ ~x ❛❧♦rs JMK~x ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t
♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ❞❛♥s λo✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ■❱✳✸✳✷✸ ❡t ■❱✳✷✳✶✺✳ 
■❱✳✹ ❈❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧✐❢✐és
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ✉♥ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ♥♦t❛t✐♦♥ ❞❡
❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦tr❡ ❜✉t ❡st ❞❡ r❡❝❤❡r❝❤❡r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❡✣❝❛❝❡s✱ ❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❢♦✉r♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡ ❞✉
❈❤❛♣✐tr❡ ■■✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ r❡♥♦♥❝❡r à ❧❛ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ s✐ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❣❛❣♥❡r ❡♥ ❡✣❝❛❝✐té
❡t ❡♥ s✐♠♣❧✐❝✐té✱ à ❝♦♥❞✐t✐♦♥ q✉❡ ♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❛✉ ♠♦✐♥s ré❞✉✐r❡ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡♥
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❧❛ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ♠✐♥✐♠❛❧❡ ❧❛r❣❡♠❡♥t ❛❞♠✐s❡ ♣♦✉r ✉♥
λ✲é✈❛❧✉❛t❡✉r✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡s ❝♦♠♣✐❧❛t❡✉rs ❡t ✐♥t❡r♣rèt❡s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳
✶✵✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
◆♦✉s ♣rés❡♥t❡r♦♥s ❛✐♥s✐ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❝❛❧❝✉❧s λl ❡t λc ✭❛✈❡❝ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s  l ❡t  c
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✮ s✉r ❧❡s ♠ê♠❡s t❡r♠❡s✱ q✉✐ s❡r♦♥t ❞❡s s✐♠♣❧✐✜❝❛t✐♦♥s ✭s♣é❝✐❛❧✐s❛t✐♦♥s✮ ❞❡ λo✳
P❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ s❡r❛ ✈❛❧✐❞❡ ✿
 c ⊂ l ⊂ 
∗
o
❞❡ s♦rt❡ q✉❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ λl ❡t λc ❤ér✐t❡r♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❞❡ λo✳
❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ λo ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❝♦♥s✐❞é✲
ré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❝❝é❞❡r à ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
à ❞❡s ♣♦s✐t✐♦♥s ❛r❜✐tr❛✐r❡s ❞❛♥s ❧❡s ❝❤❛î♥❡s✱ ❡t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ♥♦✉✈❡❧❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s s❡♠❜❧❡
❛ ♣r✐♦r✐ ❛✈♦✐r ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ t❡♠♣s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ♦r✐❣✐♥❛❧❡s✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à
λo✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ λl ❡✛❡❝t✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❧♦❝❛❧❡s✳ ❊♥ ❞✬❛✉tr❡s t❡r♠❡s✱ λl ❡st
✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ λo ♦ù ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❡✛❡❝t✉❡♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❧♦❝❛❧❡s
❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ❈✬❡st ❧❡ s♦✉s✲❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧ ❞❡ λo ❛✈❡❝ ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été✳
▲❡ ❝❛❧❝✉❧ λc ❡st ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ λl q✉✐ ✐♠♣❧❛♥t❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❞✉ ❈❤❛✲
♣✐tr❡ ■■✳ ❈✬❡st ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬✉♥❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
♥♦tr❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✾✮✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐r♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❝♦♠♠✉♥❡ ♣♦✉r λl ❡t λc✱ ♣✉✐s ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❧❡s ❞❡✉①
❡♥s❡♠❜❧❡s ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞é✜♥✐ss❛♥t ❝❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❡♥ ♥♦✉s ❝♦♥❝❡♥tr❛♥t s✉r ❧❡s ♣r♦♣r✐étés
❞❡ λc ✭❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣♦✉r λl s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✮✳
■❱✳✹✳✶ ❙②♥t❛①❡
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶ ✭❚❡r♠❡s s✐♠♣❧✐✜és✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❡st ✉♥ ♣❡✉ ❞✐✛ér❡♥t❡ ✿
✕ ▲❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs s♦♥t x✱ y✱ ' ❡t  s❡✉❧❡♠❡♥t ✭− ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥ ❞✐r❡❝t❡✉r✮✳
✕ ▲❡s ♣rét❡r♠❡s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
t ::=  | (λt)σ | (λ−t)σ | (t u)σ | (t[u])σ
♦ù (λ−t)σ ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ♦ù ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ♥✬❛♣♣❛r❛ît ♣❛s ❞❛♥s t ❡t (t[u])σ ❡st
✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ t s❡✉❧❡♠❡♥t✳
✕ ▲❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❧❡s ♣rét❡r♠❡s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐✲
t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶ ♣♦✉r λo✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t U =∗ ❡t B = (x | ' | y)∗✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡
♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥✬♦♥t ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ♦♥t
❧❛ ❝♦♥tr❛✐♥t❡ ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
(λ−tρ)σ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é s✐ σ ∈ U ❡t |ρ| = |σ|.
▲❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♣❡✉t êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s♦✉s✲❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λo✲t❡r♠❡s à ❧✬❛✐❞❡
❞❡ q✉❡❧q✉❡s ❛❜ré✈✐❛t✐♦♥s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✷ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s②♥t❛①✐q✉❡✮
▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ❞❡s t❡r♠❡s s✐♠♣❧✐✜és ✈❡rs ❧❡s λo✲t❡r♠❡s ❡st ✐♥❥❡❝t✐✈❡✳
■❱✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧✐✜és ✶✵✾
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥
❇❡t❛ ((λt)ǫ u)σ  l (t[u])σ
❇❡t❛❊ ((λ−t)ǫ uǫ)ǫ  l t
❱❛r ([v])σ  l v
❆♣♣1 ((t u)
xρ[v])y
m·xn  l ((t[v])
y
m·x|ρ|l
u)x
m·ρ
❆♣♣2 ((t u)
yρ[v])y
m·xn  l (t (u[v])
y
m·x|ρ|r )y
m·ρ
❆♣♣3 ((t u)
'ρ[v])y
m·xn  l ((t[v])
y
m·x|ρ|l (u[v])y
m·x|ρ|r )'
m·ρ
▲❛♠ ((λt)ρ[v])σ  l (λ(t[v])σ·x)
|σ|
▲❛♠❊ ((λ−t)ρ[v])σ  l (λ−(t[v])σ)
|σ|
❈♦♠♣ ((t[w])y
n+1·xm [v])y
p·xq  l (t[(w[v])
y
p·xn ])y
p+n·xm
❋✐❣✳ ■❱✳✹ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ♦✉✈❡rt
✕ ג() = 
✕ ג((λt)σ) = (λג(t))σ
✕ ג((λ−tρ)σ) = (λג(tρ−))σ
✕ ג((t u)σ) = (ג(t) ג(u))σ
✕ ג((t[u])σ) = (ג(t)[1/ג(u)])σ
◆♦✉s ♥♦✉s ♣❡r♠❡ttr♦♥s ❞♦♥❝ s♦✉✈❡♥t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡s t❡r♠❡s s✐♠♣❧✐✜és ❛✈❡❝ ❞❡s λo✲t❡r♠❡s
✭❡♥ ♦♠❡tt❛♥t ג✮✳
■❱✳✹✳✷ ❈❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ♦✉✈❡rt
❊♥ r❡❣❛r❞❛♥t ❞❡ ♣❧✉s ♣rès ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ♣♦✉r ✉♥ ré❞❡① ❞♦♥t ❧❛
❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❧♦s❡✱ ♥♦✉s ❣é♥ér♦♥s ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭❡t s❡✉❧❡✮ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞✉ ❝♦r♣s
❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ✭q✉✐ ét❛✐t ❧✐é❡ ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❣râ❝❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ q✉❡
r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❝❧♦s❡s ♣❡r♠❡t ❡♥❝♦r❡ ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞♦♥❝ ❞é❝r✐r❡ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ rés✉❧t❛♥t
❞❡ ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥ q✉✐ s✐♠♣❧✐✜❡ ❣r❛♥❞❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ s❡r❛ ❛♣♣❡❧é ❧♦❝❛❧ ♦✉✈❡rt ✭λl✮
♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♣❡r♠❡t t♦✉❥♦✉rs ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❞❡ s❡ ♣r♦♣❛❣❡r✱ ♠ê♠❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s ✭❡♥ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✮✳ ❈❡❧❛ s❡ ❢❛✐t s❛♥s
ré❝r✐t✉r❡s ❣❧♦❜❛❧❡s s✐ ♥♦✉s r❡str❡✐❣♥♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r ❞✐r❡❝t❡✉r
s❡✉❧❡♠❡♥t✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✸ ✭λl✲❝❛❧❝✉❧✮
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❧♦❝❛❧ ♦✉✈❡rt s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✹✳
▼ê♠❡ s✐ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝❡ s②stè♠❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t q✉✬à ❞❡s t❡r♠❡s ❞♦♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s
♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st t♦✉t ❞❡ ♠ê♠❡ ❝❛♣❛❜❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ t♦✉t❡
❣é♥ér❛❧✐té✱ ❣râ❝❡ à ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐✈❛♥t❡✳
✶✶✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✹ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✮
❉❛♥s t♦✉t ré❞✉✐t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❝♦♠♣✐❧é✱ t♦✉t s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (t[v])σ ❛ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡
❞✐r❡❝tr✐❝❡ σ =ym ·xn ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ❡♥t✐❡rs m ❡t n✳
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ s✉✣t ❞❡ r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❣é♥èr❡♥t ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡
❢♦r♠❡✱ ❡t q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❢❛✐t ❞❡ ♠ê♠❡ ✿ s✐ ❧❡ t❡r♠❡ ((λt)ǫ u)σ ❡st ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ✭❡t ✐❧ ❧✬❡st ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥✮ ❛❧♦rs σ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ yn✳ 
◆♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt♦♥s à ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♠ê♠❡ ♦✉✈❡rt❡s
❞❡ tr❛✈❡rs❡r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ s❛♥s ❛✉❝✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ■❧ s✬❛❣✐t à ❧✬é✈✐❞❡♥❝❡ ❞❡
❧✬✉♥❡ ❞❡s ♣❧✉s ❣r❛♥❞❡s q✉❛❧✐tés ❞❡ ❝❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦♠♣❛r❛t✐✈❡♠❡♥t à ❝❡✉① ❜❛sés s✉r ❧❡s ♥♦♠s ♦✉ ❧❡s
✐♥❞✐❝❡s ❞❡ ❞❡ ❇r✉✐❥♥✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✺ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮
❙✐ t ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ λl ❡t t l u ❛❧♦rs u ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ λl✳
Pr❡✉✈❡✳ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✻
 l ⊂ 
∗
o✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✈ér✐✜❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✸✱
s❛✉❢ ❇❡t❛❊✱ s♦♥t ❞❡s ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡rs ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ λo ❡♥ ♣r❡♥❛♥t ❡♥ ❝♦♠♣t❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ s✐♠♣❧✐✜é❡
❞❡s t❡r♠❡s✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛❊ ♣❡✉t êtr❡ s✐♠✉❧é❡ ❞❛♥s λo ❛✈❡❝ ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ✿ ❇❡t❛ s✉✐✈✐❡ ❞❡
❊r❛s❡✳ 
▲❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✼ ❝✐✲❞❡ss♦✉s rés✉♠❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡ λl✳ ▲❡ ❝❛❧❝✉❧ λl ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t
♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥❡ s✐♠✉❧❡ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❆
❧❛ ♣❧❛❝❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉✬✐❧ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r é✈❛❧✉❡r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ❈✬❡st ✉♥❡
❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ λc✱ q✉✐ s❡r❛ ♣r♦✉✈é êtr❡ ✉♥❡ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ λl✱ ♣❡✉t ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✼ ✭Pr♦♣r✐étés ❞❡ λl✮
❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ✿ λl ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳
P❙◆ ✿ λl ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳
❆❞éq✉❛t✐♦♥ ✿ λl ♣❡✉t é✈❛❧✉❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ s❡ ♣r♦✉✈❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ λc✱ q✉✐
❡st ❞♦♥♥é❡ ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ▲❛ P❙◆ ✈✐❡♥t ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✸✳✷✹ ✭P❙◆ ♣♦✉r λo✮ ❡t ❞❡
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✻✳ ▲✬❛❞éq✉❛t✐♦♥ s❡r❛ é✈✐❞❡♥t❡ à ♣❛rt✐r ❞❡s ❚❤é♦rè♠❡s ■❱✳✹✳✶✾ ❡t ■❱✳✹✳✷✵
✭❛❞éq✉❛t✐♦♥ ♣♦✉r λc✮ ❡t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✶ ✭✈♦✐r ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✮✳ 
■❱✳✹✳✸ ❈❛❧❝✉❧ ❝❧♦s
▲❛ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❛ été ♣rés❡♥té❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é
❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s ♦ù ❧❡s β✲ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❡✛❡❝t✉é❡s q✉❛♥❞ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡st ❝❧♦s❡
■❱✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧✐✜és ✶✶✶
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥
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n
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n
)
n
❈♦♠♣ ((t[w])y
n+1
[vǫ])x
n
 c (t[(w[v
ǫ])x
n
])y
n
❋✐❣✳ ■❱✳✺ ✕ ❈❛❧❝✉❧ ❝❧♦s
✭❝♦♠♠❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✮ ❡t ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦♥t ♣r♦♣❛❣é❡s à tr❛✈❡rs ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t s✐
❡❧❧❡s s♦♥t ❝❧♦s❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♠♠é✳ ❈❡s r❡str✐❝✲
t✐♦♥s s♦♥t ❡①♣r✐♠é❡s ♣❛r ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡①t❡r♥❡s s✉r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✱ ❡t ❧✬✐♥t❡r♥❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ♣♦✉r ❧✬✐♥tr♦✲
❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞ér✐✈❡r ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❝❧♦s❡ ✭λc✮ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❛✉① rè❣❧❡s ❞❡ λl ✭✈♦✐r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✸✮ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
❇❡t❛✱ ❇❡t❛❊✱ ❱❛r s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s ❀ ❞❛♥s ❝❤❛q✉❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡ ♥♦✉s ❢♦rç♦♥s ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ v à
êtr❡ ❝❧♦s❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ à ❛✈♦✐r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ✈✐❞❡ ✭ǫ✮✳ ❆❧♦rs✱ ❞❛♥s ❆♣♣1,2,3✱ m = 0✱ ❡t ❞❛♥s ❈♦♠♣✱
m = p = 0 ❡t n = q✳ ❈❡❧❛ ♥♦✉s ❛♠è♥❡ ❛✐♥s✐ ❛✉ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ très s✐♠♣❧❡ s✉✐✈❛♥t✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✽ ✭λc✲❝❛❧❝✉❧✮
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧♦s s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ■❱✳✺✳
❈❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♠♣❧❡t ♣❛r❝❡ q✉✬✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✹ ❡st ✈❛❧✐❞❡ ✐❝✐ ✿
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✾ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✮
❉❛♥s t♦✉t ré❞✉✐t ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❝♦♠♣✐❧é✱ s✐ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ (t[v])σ ❛❧♦rs s♦✐t
σ =xn✱ s♦✐t σ =yn ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ❡♥t✐❡r n✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ❝ré❡ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❛♥♥♦té❡ ♣❛r yn✱ ❧❡s ❛✉tr❡ rè❣❧❡s ❣é♥èr❡♥t s❡✉❧❡✲
♠❡♥t ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❛✈❡❝ xn ♣♦✉r ❝❤❛î♥❡✳ 
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡ ❧❡ ❝❤♦✐① ❡♥tr❡ xn ❡t yn ❡st t♦✉❥♦✉rs é✈✐❞❡♥t à ♣❛rt✐r ❞✉ ❝♦♥t❡①t❡
✭♣❛r ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❈♦♠♣✱ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
((t[w])y
n+1
[vǫ])x
m
✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ m = n✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✵ ✭Prés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮
❙✐ tσ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ λc ❡t tσ  c uτ ✱ ❛❧♦rs uτ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ ❜✐❡♥ ❢♦r♠é ❞❡ λc✳ ❉❡
♣❧✉s✱ |σ| = |τ |✳
✶✶✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
Pr❡✉✈❡✳ ■♥s♣❡❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✶
 c ⊂ l ⊂ 
∗
o✳
Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✽ s♦♥t ❞❡s ✐♥st❛♥❝❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡
λl ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✸✮✱ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡  c ❡st ✐♥❝❧✉s❡ ❞❛♥s  l✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ ✐♥❝❧✉s✐♦♥ ❛
été ét❛❜❧✐❡ ❞❛♥s ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✻✳ 
◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡  c ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t s✉r ❧❡s λc✲t❡r♠❡s✱ ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥
❢♦rt❡ ❡t ♣❡r♠❡t ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❡t ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥♦♠ ♣♦✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ P♦✉r ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s s❛✉❢ ❇❡t❛ ❡t ❇❡t❛❊ ✮ t❡r♠✐♥❡♥t✱ s♦♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❡♥t
❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ❧❛ ♠ét❛✲♦♣ér❛t✐♦♥ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s s♦✐❡♥t
❝❧♦s❡s✳ ▲✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ s❡r❛ ♥♦té Pc✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✷ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡t ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ Pc✮
❚♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ λc ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ Pc s♦♥t ✜♥✐❡s✳ ❉❡
♣❧✉s✱ Pc ❡st ❧♦❝❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ✭❡t ❞♦♥❝ ❝♦♥✢✉❡♥t✮✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ t❡r♠✐♥❛✐s♦♥ ❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✐r❡❝t❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✸✳✺ ❡t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡
 ∗Pc ⊂  
∗
P ✳ ▲❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❧♦❝❛❧❡ ❡st ♣r♦✉✈é❡ ❡♥ ♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡s ♣❛✐r❡s ❝r✐t✐q✉❡s s♦♥t ❥♦✐✲
❣♥❛❜❧❡s✳ ■❧ ♥✬② ❡♥ ❛ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡✱ ❡♥tr❡ ❈♦♠♣ ❡t ❱❛r ✭❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s
♣ré✈✐❡♥♥❡♥t ❧❡s s✉♣❡r♣♦s✐t✐♦♥s ❡♥tr❡ ❈♦♠♣ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥✮✳
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(v[uǫ])x
n
❱❛r
❄
= (v[uǫ])x
n
❱❛r
❄
P✉✐sq✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ t❡r♠✐♥❡♥t✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t ♣❛r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ◆❡✇✲
♠❛♥ ■✳✶✳✹✳

P✉✐sq✉❡ Pc ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t t❡r♠✐♥❡✱ ❧❡ s②stè♠❡ ❞é✜♥✐t ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ q✉✐ ❛ss♦❝✐❡ à ❝❤❛q✉❡
λc✲t❡r♠❡ t s❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✉♥✐q✉❡✱ ❞é♥♦té❡ Pc(t)✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✸ ✭❙✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡s✮
❙♦✐❡♥t M ❡t N ❞❡s λ✲t❡r♠❡s t❡❧s q✉❡ x ∈ ❢✈(M) ⊆ ~x ❡t ❢✈(N) = ∅✳ ❙♦✐❡♥t JMK~x = t✱
JNK = uǫ✱ JM{x := N}K~y = vσ✱ ♦ù ~y = ~x\{x}✳ ❆❧♦rs Pc((t[uǫ])σ) = vσ✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r M ✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ✭❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝✬❡st ❢♦r❝é♠❡♥t x✮✱ ❛❧♦rs
s❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t  ❡t ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ ❱❛r✱ [uǫ]  c uǫ = JM{x := N}K~y
❝♦♠♠❡ ❞❡♠❛♥❞é✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❛❧♦rs ✉♥❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❆♣♣1✱ ❆♣♣2✱ ❆♣♣3 s✬❛♣♣❧✐q✉❡✱
❡t ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❛❧♦rs s♦✐t ▲❛♠✱ s♦✐t
▲❛♠❊ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ❡t à ♥♦✉✈❡❛✉ ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ 
■❱✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧✐✜és ✶✶✸
❈♦♠♠❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ❞é❞✉✐s♦♥s q✉❡ ♠ê♠❡ ❛✈❡❝ ❧❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s
❞❡ λc✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡s ♥❡ r❡st❡♥t ♣❛s ❜❧♦q✉é❡s ✿ s✐ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡st ❝ré❡✱ ❡❧❧❡
s❡r❛ ♣r♦♣❛❣é❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t✳
▲❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✈❛♥t ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❇❡t❛ ❡t ❇❡t❛❊ ❞♦♥♥❡♥t ❛✉ss✐ ❧✐❡✉ ❛ ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥
❝♦♥✢✉❡♥t❡✱ q✉❡ ♥♦✉s ❞é♥♦t♦♥s  B✳ ❉❛♥s ❧❛ ♣r❡✉✈❡✱ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ⇒✱
q✉✐ ❡✛❡❝t✉❡ ❧❡s ét❛♣❡s  B ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ❊❧❧❡ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✹ ✭❇❡t❛ ♣❛r❛❧❧è❧❡✮
❙♦✐t ⇒ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ s✉r ❧❡s λc✲t❡r♠❡s ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳
✶✳ t ⇒ t✱
✷✳ ((λt)ǫ u)y
n
⇒ (t′[u′])y
n
s✐ t ⇒ t′ ❡t u ⇒ u′✱
✸✳ ((λ−t)ǫ uǫ)ǫ ⇒ t′ s✐ t ⇒ t′✱
✹✳ (λt)σ ⇒ (λt′)σ s✐ t⇒ t′✱
✺✳ (t u)σ ⇒ (t′ u′)σ s✐ t ⇒ t′ ❡t u ⇒ u′✱
✻✳ (t[v])σ ⇒ (t′[v′])σ s✐ t ⇒ t′ ❡t v ⇒ v′✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✺ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❇❡t❛✲ré❞✉❝t✐♦♥✮
 B ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ⇒ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t ❡t ♣✉✐sq✉❡ ❝❧❛✐r❡♠❡♥t  B ⊆ ⇒ ❡t
⇒∗= ∗B✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡  B✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ t ⇒ u ❡t t ⇒ v ✭u 6= v✮✳
◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ∃w t❡❧ q✉❡ u ⇒ w ❡t v ⇒ w ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t ⇒ u✳ ▲❛ ♣r❡✉✈❡
❡st st❛♥❞❛r❞✳ ▲❡ ❝❛s t ⇒ t ❡st tr✐✈✐❛❧✱ ❡♥ ♣r❡♥❛♥t w = v✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s ❞ét❛✐❧s ♣♦✉r
((λt)ǫ u)y
n
⇒ (t′[u′])y
n
✱ ♦ù t ⇒ t′ ❡t u ⇒ u′✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s s❡✉❧❡s ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡s s♦♥t ✿
✕ v = ((λt)ǫ u)y
n
❛✉q✉❡❧ ❝❛s ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s w = (t′[u′])y
n
✱ ♦✉ ❜✐❡♥
✕ v = ((λt′′)ǫ u′′)y
n
✱ ♦ù t ⇒ t′′ ❡t u ⇒ u′′✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ w′ ❡t w′′ t❡❧s q✉❡
t
′ ⇒ w′✱ t′′ ⇒ w′✱ u′ ⇒ w′′✱ u′′ ⇒ w′′✳ ❆✐♥s✐ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s w = (w′[w′′])y
n
✳
▲❡ ❝❛s ((λ−t)ǫ uǫ)ǫ ⇒ t′ ♦ù t ⇒ t′ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡✳ ❚♦✉s ❧❡s ❛✉tr❡ ❝❛s s✉✐✈❡♥t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r
✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ 
❊♥s✉✐t❡ ♥♦✉s ♣r♦✉✈♦♥s ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ❞❡  B ❡t  Pc ✳ ▲❡ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞❧❡②✲❘♦s❡♥ ■✳✶✳✼
❞✐t q✉❡ s✐ ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝♦♥✢✉❡♥t❡s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ✭❝♦♠♠✉t❡♥t✮✱ ❛❧♦rs ❧❡✉r
✉♥✐♦♥ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡✳ P✉✐sq✉❡ c= B ∪ Pc ❡t ♥♦✉s ✈❡♥♦♥s ❞❡ ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s
s♦♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡s✱ ❧❛ ❝♦♠♠✉t❛t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❞❡  c✳
▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✻ ✭❈♦♠♠✉t❛t✐♦♥✮
❙✐ t ∗Pc a ❡t t 
∗
B b✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ c t❡❧ q✉❡ a 
∗
B c ❡t b 
∗
Pc
c✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡♥❝♦r❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡⇒ ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✹✮✳ P✉✐sq✉❡
⇒∗ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝  ∗B✱ ✐❧ s✉✣t ❞❡ ♣r♦✉✈❡r q✉❡ s✐ b ← t  Pc a✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ c t❡❧
q✉❡ b Pc c ← a✳ ❉❡ ❝❡tt❡ ❢❛ç♦♥ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❧♦r❡ ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ✿ t 
∗
Pc
a ❡t t ∗B b ✭❝❡
q✉✐ ❡st éq✉✐✈❛❧❡♥t à b ∗← t ∗Pc a✮✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ t ⇒
∗
b✳
◆♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r t ⇒ b✳ ◆♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❧❡s ❝❛s s✉✐✈❛♥t ✿
✶✶✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
✶✳ t = b ✿ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s c = a✳
✷✳ ((λt)ǫ u)y
n
⇒ b = (t′[u′])y
n
♦ù t ⇒ t′ ❡t u ⇒ u′ ✿ ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ rè❣❧❡ ❞❡ Pc ♥❡
s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❝❡ ❞♦✐t êtr❡ ♦✉ ❜✐❡♥ t Pc t
′′✱ ♦✉ ❜✐❡♥ u Pc u
′′✳ ❉❛♥s ❧❡ ♣r❡♠✐❡r
❝❛s✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ t❡r♠❡ t′′′ t❡❧ q✉❡ t′  Pc t
′′′ ❡t t′′ ⇒ t′′′✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ c = (t′′′[u′])y
n
✳ ❉❛♥s ❧❡ s❡❝♦♥❞ ❝❛s✱ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ u′′′ t❡❧ q✉❡
u
′  Pc u
′′′ ❡t u′′ ⇒ u′′′✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ c = (t′[u′′′])y
n
✳
✸✳ ▲❡ ❝❛s ((λ−t)ǫ uǫ)ǫ ⇒ b = t′ ♦ù t ⇒ t′ ❡st s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❝❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
✹✳ (t[v])σ ⇒ (t′[v′])σ ♦ù t ⇒ t′ ❡t v ⇒ v′ ✿ ♥♦✉s ❞✐st✐♥❣✉♦♥s ❞❡✉① ❝❛s s❡❧♦♥ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡
❧✬ét❛♣❡ ❞❡ Pc✲ré❞✉❝t✐♦♥ (t[v])σ  Pc a✳
✕ ❙✐ ❡❧❧❡ ♥❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ ♣❛s à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❛❧♦rs ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✕ ❙✐ ❡❧❧❡ s✬❛♣♣❧✐q✉❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ✿ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ ❡t ✉♥❡ rè❣❧❡ l → r ❞❡ Pc
t❡❧❧❡s q✉❡ (t[v])σ = lθ ❡t a = rθ✳
✕ ❙✐ t♦✉s ❧❡s  B✲ré❞❡① ❝♦♥tr❛❝tés ❧♦rs ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ (t[v])σ ⇒ (t′[v′])σ = b s♦♥t
s♦✉s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❡ l ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡❧❧❡s s♦♥t ❞❛♥s θ✮✱ ❛❧♦rs ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t
✐❞❡♥t✐✜é❡s ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✉♥✐✈♦q✉❡ ✭♣✉✐sq✉❡ l ❡st ❧✐♥é❛✐r❡ ❣❛✉❝❤❡✮ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝
❞é✜♥✐r ✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ θ′ t❡❧❧❡ q✉❡ θ ⇒ θ′ ❡t ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❡ ✿ (t[v])σ =
lθ  Pc rθ = a ⇒ rθ
′ = c ❡t (t[v])σ = lθ ⇒ lθ′ = b Pc rθ
′ = c✳
✕ ❙✬✐❧ ② ❛ ✉♥  B✲ré❞❡① à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ t ❞❛♥s (t[v])σ✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣❛✐r❡
❝r✐t✐q✉❡ ❡♥tr❡ ❧❛ Pc✲rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ (t[v])σ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ❇❡t❛ ♦✉ ❇❡t❛❊
❛♣♣❧✐q✉é❡ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s ❧❛ Pc✲rè❣❧❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞♦✐t êtr❡ ❆♣♣2 ✭❡❧❧❡ ♥❡
♣❡✉t ♣❛s êtr❡ ❆♣♣1 ♦✉ ❆♣♣3 à ❝❛✉s❡ ❞❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✿ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❛ ǫ ♣♦✉r ❝❤❛î♥❡
❞✐r❡❝tr✐❝❡✮✳ ❆❧♦rs ❧❡ ❞✐❛❣r❛♠♠❡ ❝♦♠♠✉t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
(t[v])σ = (((λw)ǫ u)y
n+1
[vǫ])x
n
 ❆♣♣2 ((λw)
ǫ (u[vǫ])x
n
)y
n
= a
❡t
(t[v])σ = (((λw)ǫ u)y
n+1
[vǫ])x
n
⇒ ((w′[u′])y
n+1
[v′])x
n
= b
♦ù w ⇒ w′,u ⇒ u′,v ⇒ v′✱ ❛✐♥s✐
a ⇒ (w′[(u′[v′])x
n
])y
n
= c
❡t
b ❈♦♠♣ (w
′[(u′[v′])x
n
])y
n
= c.
✺✳ ❉❛♥s ❧✬❛✉tr❡ ❝❛s✱ ❧❛ ♣r♦♣r✐été s✉✐t ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✶✼ ✭❈♦♥✢✉❡♥❝❡✮
λc ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✷✱ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✺ ❡t ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✻✱
❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ❞❡ ❍✐♥❞❧❡②✲❘♦s❡♥ ■✳✶✳✼✳ 
■❱✳✹✳ ❈❛❧❝✉❧s s✐♠♣❧✐✜és ✶✶✺
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✶✽ ✭P❙◆ ✮
λc ♣rés❡r✈❡ ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❢♦rt❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✸✳✷✹ ✭P❙◆ ♣♦✉r λo✮ ❡t ❞❡ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✶✳ 
▲❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ✐♠♣♦sé❡s s✉r ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ λc ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t ❡♥❝♦r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❡r ❧❡s str❛✲
té❣✐❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ♣♦✉r ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ◆♦✉s ❛❧❧♦♥s ♠♦♥tr❡r q✉❡ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❡t ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡s
❞❛♥s λc✳
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✶✾ ✭❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✮
❙✐ M ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s ❡t M ⇓ V ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✱ ❛❧♦rs JMK  ∗c JV K✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ M ⇓ V ✳ ❙✐ M ❡st ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡
❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ t❤é♦rè♠❡ s✉✐t tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t✳ ❙✐♥♦♥✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (M N) ❡t JM NK =
(JMK JNK)ǫ ✭♣✉✐sq✉❡ ❢✈(M N) = ∅✮✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♣✉✐sq✉❡ M ⇓ λx.M ′✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡
JMK  ∗c Jλx.M
′K✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡✳
✕ Jλx.M ′K = (λJM ′K[x])
ǫ s✐ x ∈ ❢✈(M ′)✳ ❆❧♦rs ((λJM ′K[x])
ǫJNK)ǫ  c (JM
′K[x][JNK])
ǫ✳ P❛r
❧❡ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✶✸✱ (JM ′K[x][JNK])
ǫ  ∗c JM
′{x := N}K ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❡❝✐ s❡ ré❞✉✐t ❡♥
JV K ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s✳
✕ Jλx.M ′K = (λ−JM ′K)ǫ s✐ x 6∈ ❢✈(M ′)✳ ❆❧♦rs ((λ−JM ′K)ǫJNK)ǫ  c JM ′K = JM ′{x := N}K
❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❝❡❝✐ s❡ ré❞✉✐t ❡♥ JV K ❝♦♠♠❡ r❡q✉✐s✳

❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✷✵ ✭❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✮
❙✐ M ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s ❡t M ⇓ V ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ❛❧♦rs JMK  ∗c JV K✳
Pr❡✉✈❡✳ ❙✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✶✾✳ ❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ (M N) ♦ù M ⇓ λx.M ′
❡t N ⇓ V ′✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✿ J(M N)K = (JMK JNK)ǫ ✭♣✉✐sq✉❡ ❢✈(M N) = ∅✮✱ ❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
JMK  ∗c Jλx.M
′K✱ JNK  ∗c JV
′K✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s à ❝♦♥s✐❞ér❡r✱ q✉✐ s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s
à ❝❡✉① ❞❡ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✶✾ ❝✐✲❞❡ss✉s✳ 
▲❡ s②stè♠❡ ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ❛✈❛♥t❛❣❡s ❝♦♠♠❡ ❢♦♥❞❛t✐♦♥ ♣♦✉r ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r
❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✿
✕ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❝❧♦s❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣r♦♣❛❣é❡s à tr❛✈❡rs ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❢❛✐❜❧❡s st❛♥❞❛r❞✱
✕ ✐❧ ✐♥t❡r❞✐t ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts✱ ❝❡ q✉✐ ❛ss✉r❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞✉♣❧✐q✉♦♥s ❥❛♠❛✐s ✉♥
ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣❧✉♣❛rt ❞❡s ❝❛s✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s
♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣❛r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ r❡♣rés❡♥té❡ s✐♠♣❧❡♠❡♥t ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢✱
❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✾✳ ❉❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡ ❡s♣r✐t✱ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉r |ρ|l ❡t |ρ|r ♣❡✉t êtr❡ ♠❛✐♥t❡♥✉❡
à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡✳ ▲❡ s②stè♠❡ ♣❡✉t ❞♦♥❝ êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ré❛❧✐st❡ ❡t ❡✣❝❛❝❡✱ ❡♥ ❞♦♥♥❛♥t
à ❝❤❛q✉❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ✉♥ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❝♦♥st❛♥t✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❞ét❛✐❧❧é à ❧❛ s❡❝t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡✳
✶✶✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
◆♦♠ ❘é❞✉❝t✐♦♥
❇❡t❛ ((λt)0 u)σ,n,0  (t[u])n,0
❇❡t❛❊ ((λ−t)0 u)ǫ,0,0  t
❱❛r ([v])m,n  v
❆♣♣1 ((t u)
xρ,l,r[v])m,n  ((t[v])m,l−1 u)x
m·ρ,m+l−1,r
❆♣♣2 ((t u)
yρ,l,r[v])m,n  (t (u[v])m,r−1)y
m·ρ,l,m+r−1
❆♣♣3 ((t u)
'ρ,l,r[v])m,n  ((t[v])m,l−1 (u[v])m,r−1)'
m·ρ,m+l−1,m+r−1
▲❛♠ ((λt)p+1[v])m,n  (λ(t[v])m,n+1)m+n
▲❛♠❊ ((λ−t)p+1[v])m,n  (λ−(t[v])m,n)m+n
❈♦♠♣ ((t[w])n+1,m[v])p,q  (t[(w[v])p,n])p+n,m
❋✐❣✳ ■❱✳✻ ✕ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❧♦❝❛❧❡s
■❱✳✺ ■♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré❛❧✐st❡
▲❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦✉✈❡rt ❧♦❝❛❧ ❡t ❝❧♦s ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱
❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❛♥t ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ❆✐♥s✐✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❝❤❛q✉❡ ♣❛s ❞❡
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣r❡♥❞ ✉♥ t❡♠♣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t✳ ■❧ s✬❛❣✐t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞❡ r❡♠♣❧❛❝❡r
❧❡s ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✐st❡s ♣❛r ❞❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s s✉r ❞❡s ❡♥t✐❡rs✳
■❱✳✺✳✶ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❧♦❝❛❧❡
◆♦✉s ❝❤❛♥❣❡♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ✿ ❞és♦r♠❛✐s✱ ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s s♦♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❛♥♥♦té❡s
♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♣❛r ❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✱ ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ♣❛r ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❡t
❞❡✉① ❡♥t✐❡rs✳ ❖♥ tr❛❞✉✐t ❛✐♥s✐ ❧❡s t❡r♠❡s ✿
❚❡r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❚❡r♠❡ tr❛❞✉✐t
 
(λ−t)σ (λ−t)|σ|
(λt)σ (λt)|σ|
(t u)σ (t u)σ,|σ|l,|σ|r
(t[u])y
m·xn (t[u])m,n
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ ❧✐❣♥❡ ❞✉ t❛❜❧❡❛✉✱ ✐❧ ❢❛✉t s❡ s♦✉✈❡♥✐r q✉❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡
❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ❡♥ ❡✛❡t t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s
rè❣❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❧♦❝❛❧❡s à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝♦♠♣✐❧é ✭▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✹✮✱ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♥♦✉s
♥♦✉s ♣❧❛ç♦♥s✳ ■❧ ❡st ❛❧♦rs ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ tr❛❞✉✐r❡ ❧❡s rè❣❧❡s ♦✉✈❡rt❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é à ❧❛
❋✐❣✉r❡ ■❱✳✻✳
▲❡s rè❣❧❡s ❆♣♣i ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡ ❝♦♥str✉✐r❡ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❡♥ ❧❛ ❢❛✐s❛♥t ♣ré❝é❞❡r ❞❡ n
❢♦✐s ✉♥ ♠ê♠❡ ❞✐r❡❝t❡✉r✳ ❈❡tt❡ ♦♣ér❛t✐♦♥ s❡ ❢❛✐t ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t ❡♥ ❛❞❛♣t❛♥t ❧❛ str✉❝t✉r❡
❞❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✿ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥❡ s✐♠♣❧❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ♦♥ ✉t✐❧✐s❡
✉♥❡ ❧✐st❡ ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ✭❞✐r❡❝t❡✉r✱ ❡♥t✐❡r✮ ♦ù ❧✬❡♥t✐❡r ❞é♥♦t❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ ❞✐r❡❝t❡✉r✳
❖♥ ❛❞❛♣t❡ ❛❧♦rs ❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞✬✐♥t❡rr♦❣❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ têt❡ ❡t ❞❡ ❧❛ q✉❡✉❡ ❞✬✉♥❡
❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡✳
■❱✳✻✳ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✶✶✼
■❱✳✺✳✷ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
❖♥ ♣❡✉t ♣r♦❝é❞❡r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♠❛♥✐èr❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝❧♦s❡✳ ◆♦✉s ♥❡ ❞♦♥♥♦♥s q✉❡ ❧❛
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s✱ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s rè❣❧❡s ét❛♥t ❛❧♦rs très ❢❛❝✐❧❡✳
❚❡r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❚❡r♠❡ tr❛❞✉✐t
 
(λ−t)σ (λ−t)|σ|
(λt)σ (λt)|σ|
(t u)σ (t u)σ,|σ|l,|σ|r
(t[u])x
n
(t[u])n
(t[u])y
n
(t[u])−n
▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ♣❛r r❛♣♣♦rt ❛✉ ♣❛r❛❣r❛♣❤❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❡st q✉❡ ❧✬♦♥ ♣❡✉t s✐♠♣❧❡♠❡♥t
❝♦❞❡r ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♣❛r ✉♥ ❡♥t✐❡r r❡❧❛t✐❢✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✹✳✾✳
P♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♣❡✉t ❛✉ss✐ é❝♦♥♦♠✐s❡r ✉♥ ❡♥t✐❡r ❡♥ ❣❛r❞❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛
❝❤❛î♥❡ σ✱ ❛✉ ❧✐❡✉ s❡ |σ|l ❡t |σ|r✱ ❡t✱ ❧♦rsq✉❡ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st r❡q✉✐s❡✱ ❧❛ r❡tr♦✉✈❡r ❣râ❝❡ à
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✉ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❞❡ ❞r♦✐t❡✳
❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ ❛❞❛♣t❡r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✼ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉❡ ❝❤❛q✉❡
♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ s♦✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ré❛❧✐sé ❡♥ t❡♠♣s ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡♠❡♥t ❝♦♥st❛♥t ❡t r❡❧❛t✐✈❡✲
♠❡♥t ❢❛✐❜❧❡ ✭❧❡s s❡✉❧❡s ♦♣ér❛t✐♦♥s✱ ❡♥ ❞❡❤♦rs ❞❡ ❧❛ ❝♦♥str✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s✱ s♦♥t ❞❡s ❛❞❞✐t✐♦♥s
❡t ❛✉ ♣❧✉s ❞❡✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s é❧é♠❡♥t❛✐r❡s ❞❡ ❧✐st❡s ♣❛r ♣❛s✮✱ ❡t ♦ù ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s
❞♦♥♥é❡s ♣r❡♥❞ ♠♦✐♥s ❞❡ ♣❧❛❝❡ ❡♥ ♠é♠♦✐r❡✳
❊♥ r❡✈❛♥❝❤❡✱ ✐❧ ♥❡ ♣❛r❛ît ♣❛s ❡♥✈✐s❛❣❡❛❜❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❧❡ ♣r♦❝é❞é ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt✱ ❝❛r✱ ♣❛r
❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❆♣♣i ❞❡♠❛♥❞❡♥t ❞❡ ♣❛r❝♦✉r✐r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s✳ ❈❡rt❛✐♥s
♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s ♦♥t ❞♦♥❝✱ ❛ ♣r✐♦r✐✱ ✉♥ ❝♦ût ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ t❡r♠❡✳
■❱✳✻ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝✲
tr✐❝❡s
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❝♦♠♠✉♥ ❛✉① ❝❛❧❝✉❧s ❞é✜♥✐s ❝✐✲
❞❡ss✉s ❡t q✉✐ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✉ ♠ê♠❡ ❣❡♥r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés q✉❡ ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ❤❛❜✐t✉❡❧✳
◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡ λo✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st é✈✐❞❡♠♠❡♥t ❛✉ss✐ ✈❛❧✐❞❡ ♣♦✉r λl
❡t λc ❣râ❝❡ à ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✷✳ ▲❡s t②♣❡s s♦♥t ❧❡s t②♣❡s s✐♠♣❧❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ✿ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❡ t②♣❡ A,B . . . ❡t ❞❡s t②♣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥ A → B✳ ◆♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❝♦♥st❛♥t❡ ❣é♥ér✐q✉❡
⋆σ ❞❡ t②♣❡ ⊤ ✭❜✐❡♥ ❢♦r♠é❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ σ = −n ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ n✮✳ ▲❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞❡
t②♣❛❣❡ s❡r♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ ⊢ t : A ♦ù ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ Γ ❡st ✉♥❡ ❧✐st❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞❡ t②♣❡s✳
✶✶✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ■❱✳✻✳✶ ✭❚❡r♠❡s t②♣és✮
❆ ❝❤❛q✉❡ t❡r♠❡ t✱ ♦♥ ❛ss✐❣♥❡ ✉♥ t②♣❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❞♦♥♥é ✿ Γ ⊢ t : A✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é
♣❛r ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t✳ ❯♥ t❡r♠❡ ❡st t②♣❛❜❧❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ t❡❧ q✉✬✐❧ s♦✐t
t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ❝❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ✉t✐❧✐s❡♥t ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❞é✜♥✐❡s
❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
Γ
σ
∼ ∅
(❈♦♥st)
Γ ⊢ ⋆σ : ⊤
Γ
σ
∼ A
(❆①)
Γ ⊢ σ : A
Γ′, A ⊢ t : B Γ
σ
∼ Γ′
(❆❜s)
Γ ⊢ (λt)σ : A→ B
Γ1 ⊢ t : A→ B Γ2 ⊢ u : A Γ
σ
{
Γ1
Γ2 (❆♣♣)
Γ ⊢ (t u)σ : B
Γ1〈i/A〉 ⊢ t : B Γ2 ⊢ u : A Γ
σ
{
Γ1
Γ2 (❙✉❜)
Γ ⊢ (t[i/u])σ : B
♦ù Γ〈i/A〉 = A1, . . . , Ai−1, A,Ai, . . . , An s✐ Γ = A1, . . . , An✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉✬✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ rè❣❧❡s str✉❝t✉r❡❧❧❡s✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ t②♣❡ ❞✬✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡
❞♦♥♥é❡ ❡st t♦✉❥♦✉rs à ✉♥❡ ♣♦s✐t✐♦♥ ❝♦♥♥✉❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❉❛♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ t②♣❛❣❡ ♥♦✉s
❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé ❞❡✉① r❡❧❛t✐♦♥s ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ✭Γ
σ
∼ Γ′✮ s✬❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❡s ❜♦♥s t②♣❡s s♦♥t
❡✛❛❝és ❞❡ Γ ❡♥ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ σ✳ ▲❛ s❡❝♦♥❞❡ s✬❛ss✉r❡ q✉✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ s❡ ❞✐✈✐s❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛❞éq✉❛t❡
s❡❧♦♥ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s Γ σ
{
Γ1
Γ2
✳
∅
ǫ
∼ ∅
Γ
σ
∼ Γ′
A,Γ
σ
∼ A,Γ′
Γ
σ
∼ Γ′
A,Γ
−σ
∼ Γ′
∅
ǫ
{
∅
∅
Γ σ
{
Γ1
Γ2
A,Γ
'σ
{ A,Γ1
A,Γ2
Γ σ
{
Γ1
Γ2
A,Γ
−σ
{
Γ1
Γ2
Γ σ
{
Γ1
Γ2
A,Γ
yσ
{ Γ1
A,Γ2
Γ σ
{
Γ1
Γ2
A,Γ
xσ
{
A,Γ1
Γ2
❘❡♠❛rq✉❡ ■❱✳✻✳✷
❙✐ ✉♥ t❡r♠❡ t ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ❛❧♦rs ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ Γ ❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛
❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞❡ t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ✈✐❞❡ ✭♣❛r
❡①❡♠♣❧❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✮ ❡st t②♣❛❜❧❡ s✐ ❡t s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st t②♣❛❜❧❡ ❞❛♥s
❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ✈✐❞❡✳
■❱✳✻✳ ❙②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ♣♦✉r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ✶✶✾
❊①❡♠♣❧❡ ■❱✳✻✳✸
◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① ♣❡t✐ts ❡①❡♠♣❧❡s ❞❡ ❞ér✐✈❛t✐♦♥s ❞❡ t②♣❡ ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✳
✶✳ (λ)ǫ : A→ A
A ⊢  : A
∅ ⊢ (λ)ǫ : A→ A
✷✳ (λ(λ−))ǫ : A→ B → A
A,B ⊢ − : A
A ⊢ (λ−) : B → A
∅ ⊢ (λ(λ−))ǫ : A→ B → A
❯♥❡ ♣r❡♠✐èr❡ ♣r♦♣r✐été ✉t✐❧❡ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✻✳✹ ✭❇♦♥♥❡ ❢♦r♠❛t✐♦♥✮
▲❡s ♣rét❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s s♦♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥ ❢♦r♠és✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s
·
∼ ❡t ·
{
✐♠♣♦s❡♥t ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❜✐❡♥
❢♦r♠és ✭❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✷✳✶✮✳ 
❈❡ s②stè♠❡ ❞❡ t②♣❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✳✺✮✱ ❞♦♥t
❧❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts s♦♥t ♥♦tés Γ ⊢λ M :A✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ■❱✳✻✳✺
✶✳ x1 :A1, . . . , xn :An ⊢λ M :A =⇒ A1, . . . , An ⊢ JMK[x1,...,xn] :A
✷✳ A1, . . . , An ⊢ t :A =⇒ x1 :A1, . . . , xn :An ⊢λ LtM[x1,...,xn] :A
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✉♥❡ ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❞❡ t②♣❡✳ 
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❢♦♥❞❛♠❡♥t❛✉① ❛tt❡♥❞✉s ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧ s✐♠♣❧❡♠❡♥t t②♣é ✿
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✻✳✻ ✭❘é❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t✮
❙✐ Γ ⊢ t : A ❡t t u✱ ❛❧♦rs Γ ⊢ u : A ✭♣♦✉r  ∈ { o, l, c}✮✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✶✶✱ ❧❡s ❝❛s ❞❡ λl ❡t λc s✉✐✈❡♥t ❞✉ ❝❛s ❣é♥ér❛❧ ♣♦✉r λo✱ q✉✐ ❡st
♣r♦✉✈é ❡♥ ✈ér✐✜❛♥t q✉❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ♣rés❡r✈❡ ❧❡ t②♣❡✳ ◆♦✉s ✐❧❧✉str♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ s✉r
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❆♣♣1, ❧❡s ❛✉tr❡s ét❛♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳
▲❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ❡st ❧❛ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù ρi =x✱ j = |ρ1..i|l✱ υ = φl(σ, ρ\i)✱ τ = ψ1(σ, ρ\i) ❡t
Γ = A1, . . . , An ✿
✶✷✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
∆1 ⊢ t : A→ B ∆2 ⊢ u : A ∆
ρ
{
∆1
∆2
∆ = Γ1〈i/C〉 ⊢ (t u)
ρ : B Γ2 ⊢ v : C Γ
σ
{
Γ1
Γ2
Γ ⊢ ((t u)ρ[i/v])σ : B
↓
Ω1〈j/C〉 ⊢ t : A→ B Ω2 ⊢ v : C Θ1
υ
{
Ω1
Ω2
Θ1 ⊢ (t[j/v])
υ : A→ B Θ2 ⊢ u : A Γ
τ
{
Θ1
Θ2
Γ ⊢ ((t[j/v])υ u)τ : B
❆❧♦rs ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t ❡st ✈ér✐✜é❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ rè❣❧❡✱ ♣♦✉r✈✉ q✉❡

Ω1〈j/C〉 = ∆1
Ω2 = Γ2
Θ2 = ∆2
➱❝r✐✈♦♥s Lσ = {i |σi =x ♦✉ '}✱ Rσ = {i |σi =y ♦✉ '} ❡t [A]I = Ai1 , . . . , Aim s✐ I =
{i1, . . . , im} ❡t (ij)j ❡st ❝r♦✐ss❛♥t❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ Γ = [A]{1...n}✳ ❆❧♦rs ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✿
Γ1 = [A]Lσ
Γ2 = [A]Rσ
∆1 = [A]Lσ∩Lρ〈j/C〉 ♣✉✐sq✉❡ ρi =x ❡t j = |ρ1..i|l
∆2 = [A]Lσ∩Rρ
❡t ❞❡ ❧✬❛✉tr❡ ❝ôté ✿
Θ1 = [A]Lτ
Θ2 = [A]Rτ = [A]Lσ∩Rρ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ψ1
Ω1 = [A]Lτ∩Lυ = [A]Lσ∩Lρ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ φl
Ω2 = [A]Lτ∩Rυ = [A]Rσ ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ♣❛r ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ φl✳
❆✐♥s✐ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s✉❥❡t ❡st ✈r❛✐❡ ♣♦✉r ❆♣♣1✳ ▲❡s ❛✉tr❡ ❝❛s s♦♥t s✐♠✐❧❛✐r❡s✳ 
❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✻✳✼ ✭❚❡r♠✐♥❛✐s♦♥✮
❙✐ Γ ⊢ t : A✱ ❛❧♦rs t ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡ ✭❞❛♥s λo✱ λl✱ λc✮✳
Pr❡✉✈❡✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡s λ✲t❡r♠❡s t②♣❛❜❧❡s s♦♥t ❢♦rt❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛❜❧❡s✱ ❝✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡
❞✐r❡❝t❡ ❞✉ ▲❡♠♠❡ ■❱✳✻✳✺ ❡t ❞❡ ❧❛ P❙◆ ♣♦✉r ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✳ 
■❱✳✼ ▼❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡ q✉✐ s❡ s❡rt ❞❡ ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥
❡①♣❧✐❝✐t❡ ❞♦♥♥é❡ ♣❛r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❡✣❝❛❝❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ❡st ♠❡s✉ré❡ ♣❛r ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ✭❡t
■❱✳✼✳ ▼❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ ♣♦✉r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✶✷✶
♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❡t ♥♦✉s ❞♦♥♥❡r♦♥s ❞❡s ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡s ❞❛♥s ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ■❱✳✾✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✐❞❡♥t✐✜❡r ❧❡ ♠♦♠❡♥t ♦ù ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❝♦♣✐❡r ✉♥ t❡r♠❡✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❧❡ ré❞✉✐r❡ ❛✈❛♥t ❞❡ ❧❡ ❝♦♣✐❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s
♣♦✉✈♦♥s ✈♦✉❧♦✐r ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❧❡s ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡s✱ ❛✜♥ ❞❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ à ❝♦♣✐❡r ❡♥ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ é✈✐t❛♥t ❞❡ ❝❡ ❢❛✐t ❞❡ ❝♦♣✐❡r ❞❡s ré❞❡①✱ q✉❡❧❧❡ q✉❡ s♦✐t ❧❡✉r ❢♦r♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t
s✐ ♥♦✉s ♣r♦❝é❞♦♥s ❞❡ ❧❛ s♦rt❡✱ ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s s♦♥t ❛❧♦rs ❛✉t♦r✐sé❡s ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡
❆♣♣3✱ ❝❡ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡s ré❞❡① ♣♦t❡♥t✐❡❧s✱
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♣✐és✳ ◆♦s ❡ss❛✐s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ♦♥t ❝♦♥✜r♠é q✉✬❡♥ r❡str❡✐❣♥❛♥t ❥✉st❡ ❝❡tt❡ rè❣❧❡
❛✉ ❝❛s ❝❧♦s✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ très s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳ ❈❡❧❛ ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t
q✉❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♦✉✈❡rt❡ ❛ ❞❡ ❜♦♥♥❡ ❝❤❛♥❝❡s ❞✬êtr❡ ❜❧♦q✉é❡ à ✉♥ ♠♦♠❡♥t
♣❛r ❝❡tt❡ r❡str✐❝t✐♦♥✳ ❆✐♥s✐✱ ❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ str❛té❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s tr♦✉✈é❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ❜❛sé❡ s✉r
❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧♦s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ♣✉✐sq✉✬✐❧ s✬❛❣✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❞✉ ❝❛❧❝✉❧ ❧❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳
◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ❡s♣ér❡r ré❞✉✐r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✈❡❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❝❧♦s❡s✱ ♠❛✐s
❝❡rt❛✐♥s t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts ♣❡✉✈❡♥t ♥é❛♥♠♦✐♥s êtr❡ ré❞✉✐ts✳ ❆✐♥s✐✱ ♥♦tr❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r ❧❛
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ t ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝r✐t❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❝❧♦s✱ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ❛rrêt♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❞ès q✉❡ ♥♦✉s ❛tt❡✐❣♥♦♥s ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s s♦♥t
s❡✉❧❡♠❡♥t ❡✛❡❝t✉é❡s q✉❛♥❞ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ à ❝♦♣✐❡r✱ ♣♦✉r ♣❛rt❛❣❡r ❞❛✈❛♥t❛❣❡
❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s str❛té❣✐❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s✳
P♦✉r s♣é❝✐✜❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✱ ♥♦✉s ❝♦♠❜✐♥♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ q✉✐ ré❞✉✐t s♦✉s ❧❡s
λ ❡t ✉♥❡ q✉✐ ♥❡ ❧❡ ❢❛✐t ♣❛s✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛✐♥s✐ tr♦✐s r❡❧❛t✐♦♥s ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ré❝✉rs✐✈❡s ✿ ⇓w✱ ⇓s
❡t ⇓✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ s❡r❛ ❧❛ str❛té❣✐❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❡①❤✐❜❡r✳ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⇓w✱ ❞é✜♥✐❡ ❞❛♥s ❧❛
❋✐❣✉r❡ ■❱✳✼✱ ❛ss♦❝✐é❡ ❛✉① ❞❡✉① ❛✉tr❡s r❡❧❛t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✱ ❞é✜♥✐t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡
à ❣r❛♥❞s ♣❛s q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ ❝❧♦s❡ ✐♠♣❧❛♥t❡✳
▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ⇓w ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ❝♦♠♠❡ ♦✉t✐❧ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ❧❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡s ❡t ♥✬❛
♣❛s ❞❡ s❡♥s ❝♦♥s✐❞éré❡ s❡✉❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛ ♠❡s✉r❡ ♦ù ❡❧❧❡ ♥❡ tr❛✐t❡ ♣❛s ❧❡ ❝❛s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✭❆♣♣3✮ ❛♣♣❡❧❧❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧✉s ❢♦rt❡ ⇓s✱ q✉✐ ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
t ⇓w v
t ⇓s v
t ⇓s v
(λt)σ ⇓s (λv)σ
t ⇓s v
(λ−t)σ ⇓s (λ−v)σ
⇓s ❡st ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ q✉✐ ré❞✉✐t s♦✉s ❧❡s λ ✭♠❛✐s ♣❛s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✮✳
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ⇓ ❡st ❧❛ ❝♦♠❜✐♥❛✐s♦♥ ❞❡s ❞❡✉① ❛✉tr❡ r❡❧❛t✐♦♥s ✿ ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ré❞✉✐s♦♥s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❧❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s q✉✐ s❡r♦♥t ❝♦♣✐és✳
t ⇓w v
t ⇓ v (λt)σ ⇓ (λt)σ (λ−t)σ ⇓ (λ−t)σ
■❧ ♣❡✉t s❡♠❜❧❡r q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ r❡♥✈♦✐❡ ❞❡s t❡r♠❡s q✉✐ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s
❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ✭❆r❣✮✮✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ❧❛ t❤é♦r✐❡ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❧❡
❝❛s ✿ à ♣❛rt✐r ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❝❧♦s❡s ♥♦✉s ♣❡r♠❡tt❡♥t t♦✉❥♦✉rs ❞✬❛tt❡✐♥❞r❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❡
♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭✈♦✐r ❧❡ ❚❤é♦rè♠❡ ■❱✳✹✳✶✾✮✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❧❛ rè❣❧❡ ✭❆r❣✮ ♣❡✉t êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡
❞❛♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ à ❝♦♣✐❡r✱ ❡❧❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✐♥❞✐s♣❡♥s❛❜❧❡✳
▲❡s rè❣❧❡s ✭❙✉❜st✮ ❡t ✭❈♦♠♣✮ ❛♣♣❡❧❧❡♥t ✉♥ ❝♦♠♠❡♥t❛✐r❡ ✿ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❞❡ ✭❙✉❜st✮ ✭vρ
♦✉✈❡rt✮ ❢♦r❝❡ ❧❛ rè❣❧❡ ✭❈♦♠♣✮ à êtr❡ ✉t✐❧✐sé❡ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❛♥t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ❣❛✉❝❤❡
✶✷✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
t ⇓ (λr)ǫ (r[u])σ ⇓ v
(❇❡t❛)
(t u)σ ⇓w v
t ⇓ (λ−v)ǫ
(❇❡t❛❊)
(t u)ǫ ⇓w v
(❆①)
 ⇓w 
t ⇓ v v 6= (λr)ǫ ∧ (v 6= (λ−r)ǫ ∨ ρ 6= ǫ)
(❆r❣)
(t uρ)σ ⇓w (v u
ρ)σ
((t[vǫ])x
|ρ|l
u)ρ ⇓ w
(❆♣♣✶)
((t u)xρ[vǫ])σ ⇓w w
(t (u[vǫ])x
|ρ|r
)ρ ⇓ w
(❆♣♣✷)
((t u)yρ[vǫ])σ ⇓w w
vǫ ⇓s v
′ ((t[v′])x
|ρ|l (u[v′])x
|ρ|r
)ρ ⇓ w
(❆♣♣✸)
((t u)'ρ[vǫ])σ ⇓w w
(λ(t[uǫ])x
|ρ|+1
)ρ ⇓ v
(▲❛♠)
((λt)ρ[uǫ])σ ⇓w v
(λ−(t[uǫ])x
|ρ|
)ρ ⇓ v
(▲❛♠❊)
((λ−t)ρ[uǫ])σ ⇓w v
v ⇓ w
(❱❛r)
([v])σ ⇓w w
(t[(u[vǫ])x
|ρ|
])ρ ⇓ w
(❈♦♠♣)
((t[u])yρ[vǫ])σ ⇓w w
t ⇓ u (u[vρ])σ ⇓ w ρ 6= ǫ
(❙✉❜st)
(t[vρ])σ ⇓w w
❋✐❣✳ ■❱✳✼ ✕ ▲❛ r❡❧❛t✐♦♥ ⇓w
■❱✳✽✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ✶✷✸
❞✬✉♥❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡t ❧✬❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥ ❝♦♥✜r♠❡♥t q✉❡ ❝✬❡st ❡♥ ❡✛❡t ❧❡ ❜♦♥
❝❤♦✐①✳
◆♦t♦♥s q✉❡ ❝❤❛q✉❡ rè❣❧❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ rè❣❧❡ ❝❧♦s❡ ✭✈♦✐r ❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ■❱✳✹✳✽✮✱ ♦✉ ❜✐❡♥
❢♦❝❛❧✐s❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ s✉r ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ✭❝❡ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉① ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✐❧❡✮ ❡t ♣❡✉t
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡ ❡♥ t❡♠♣s ❝♦♥st❛♥t✳
■❱✳✽ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ❥✉sq✉✬✐❝✐ ✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉tôt ❝♦♠♣❧❡①❡ ♣♦✉r s✐♠✉❧❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❛
β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❞❡s s②stè♠❡s ♣❧✉s s✐♠♣❧❡s ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡
❢❛✐❜❧❡✳ ❙✐ ♥♦✉s ♥♦✉s ✐♥tér❡ss♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉ ❝❛❧❝✉❧ ❞❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❝♦♠♣❧èt❡s✱ ❝❡ q✉✐
❡st ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛rt✐❡❧❧❡ ♦✉ ❧❡s
❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡✮✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❧❡ ❝❛❞r❡ ❣é♥ér❛❧✳ ▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ✈r❛✐♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t ✭✐❧ ♥❡ ❢♦✉r♥✐t ❛✉❝✉♥ ❣✉✐❞❛❣❡ ✈❡rs ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡✣❝❛❝❡ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s
s♦♥t ❝♦ût❡✉s❡s✮✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ré❞✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ▲✬✐❞é❡ ❛♣♣❛r❛ît ❛❧♦rs ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ♥♦tr❡ é✈❛❧✉❛t❡✉r
❢❛✐❜❧❡ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r ❛tt❡✐♥❞r❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡✱ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❬❈ré✾✵❪✳
▲✬✐❞é❡ ❡st ❞❡ ré❞✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ♣✉✐s ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❛
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ♣❛r ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❡①tér✐❡✉r❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉❡❧❝♦♥q✉❡ ✭❞❡ ❧❛ ✏❣❡❧❡r✑✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
♥♦✉s ♣✉✐ss✐♦♥s ❞❡ ♥♦✉✈❡❛✉ ❝♦♥s✐❞ér❡r ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉s ❧❡ λ ❝♦♠♠❡ ❝❧♦s✱ ❡t ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ré❝✉rs✐✈❡✲
♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♣r♦❝é❞é à ❝❡ s♦✉s✲t❡r♠❡✳ ■❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs ♠❛♥✐èr❡s ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❞❛♥s ❧❛ s②♥t❛①❡✳ ❈✐✲❞❡ss♦✉s ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❞❡✉① s♦❧✉t✐♦♥s ♥❛t✉r❡❧❧❡s✳
■❱✳✽✳✶ ❆✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠s
❙✐ ♥♦✉s ❝❤♦✐s✐ss♦♥s ❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡❧é❡s ❛✈❡❝ ❞❡s ♥♦♠s✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈✐✲
t❡r t♦✉t❡ ♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❧❡①❡ ❞❡ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ♠❛✐♥t❡♥✐r ❧❡s ❝❤❡♠✐♥s ✈❡rs ❝❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s ✉♥ s②stè♠❡ ♣❧✉tôt s✐♠♣❧❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❝❧♦s❡s✮✱ ♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡❧é❡s s♦♥t ❥✉st❡
❝♦♥s✐❞éré❡s ❝♦♠♠❡ ❞❡s ❝♦♥st❛♥t❡s ❡t ♥✬♦♥t ♣❛s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❧❛ ♠♦✐♥❞r❡ rè❣❧❡ s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡✳
❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ♥♦♠♠é ❡st ❛❧♦rs ré❛❧✐sé❡ ❡♥ ♠ê♠❡ t❡♠♣s q✉❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥✳
❋♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ét❡♥❞♦♥s ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♦ù x r❡♣rés❡♥t❡
❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♠♠é❡s ✿
t,u ::=  | (λt)σ | (λ−t)σ | (t u)σ | (t[u])σ | x | λ′x.t
❆✐♥s✐✱ ♥♦✉s ❛❥♦✉t♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♠♠é❡s✱ ❞♦♥t ❧❛ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ❡st ǫ✱ ❡t
✉♥ ❧✐❡✉r ♥♦♠♠é ♥♦té λ′x.t✳ ◆♦✉s ♥✬é❝r✐✈♦♥s ❛✉❝✉♥❡ ❝❤❛î♥❡ ❞✐r❡❝tr✐❝❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱
♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s t♦✉❥♦✉rs ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❞❡ ❝❡tt❡ ❢♦r♠❡✳
❊♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ⇓✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é✜♥✐r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ⇓f ✳
✶✷✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
t ⇓ (λt′)ǫ (t′[x])ǫ ⇓f t
′′ x ❢r❛✐s
t ⇓f λ
′x.t′′
t ⇓ (λ−t′)ǫ t′ ⇓f t
′′ x ❢r❛✐s
t ⇓f λ
′x.t′′
t ⇓ x (x ✈❛r✐❛❜❧❡)
t ⇓f x
t ⇓ (u v)ǫ u ⇓f u
′
v ⇓f v
′
t ⇓f (u
′
v
′)ǫ
◆♦t♦♥s q✉❡ ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ❡st ✉t✐❧✐sé❡ ♣✉✐sq✉❡ ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞és♦r♠❛✐s ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❛✈❡❝ ❝♦♥st❛♥t❡s ✭❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥♦♠♠é❡s✮✱ ❡t ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♣❡✉t
êtr❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ (x t)ǫ ♦ù x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♥♦♠♠é❡✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ■❱✳✽✳✶ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥✮
◆♦t♦♥s u˜ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ré❞✉✐t u✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ·˜ s❡ ❝♦♥t❡♥t❡ ❞❡ tr❛♥s❢♦r♠❡r
❧❡s λ′ ❡♥ λ ❡t ❞✬❡✛❛❝❡r ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s r❡st❛♥t❡s✳ ❆❧♦rs✱ s✐ M ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s ✿
JMK ⇓f u ⇐⇒ M →
∗
β u˜ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ❊♥ s✉♣♣♦s❛♥t ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ⇓✱ ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡ ❞❡ ❬❈ré✾✵❪ ♦✉ ❞✉
♣❧✉s ré❝❡♥t ❬●▲✵✷❪✳ 
❙✐ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ré❞✉✐r❡ ✉♥ t❡r♠❡ ♦✉✈❡rt t = tσ ❛✈❡❝ |σ| = n✱ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ n ♥♦♠s
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛✐s x1, . . . , xn ❡t ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡
((. . . ((t[x1])
x
n−1
[x2])
x
n−2
. . . [xn−1])
x[xn])
ǫ.
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s✉✐t ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ♠ê♠❡ str❛té❣✐❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ♣♦✉r ❞❡s t❡r♠❡s ♣♦✉r ❧❡sq✉❡❧s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❝♦♠♣❧èt❡
s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✱ ❧❡s ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ β ❡t ❞✬ét❛♣❡s t♦t❛❧❡s✳ ❊♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ❡st ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♥❛ï✈❡ ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡✳
❇✐❡♥ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈✐♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ♥♦✉s ♦❝❝✉♣❡r ❞❡ ♥♦♠s ❡t ❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❝❡ q✉✐ ♥✬ét❛✐t ♣❛s ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✮✱ ♥♦✉s
♥❡ ❞❡✈♦♥s t♦✉❥♦✉rs ♣❛s ♥♦✉s s♦✉❝✐❡r ❞❡ ❧❛ ❝❛♣t✉r❡ ❞❡ ♥♦♠s ❡t ❞❡ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✳ ❊♥ ♦✉tr❡✱ ❧❛
❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡st ♠❛✐♥t❡♥❛♥t s✐♠♣❧✐✜é❡✳
■❱✳✽✳✷ ❆✈❡❝ ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs
▲❡ ♣r♦❝é❞é ❞é❝r✐t ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡ ❡①é❝✉t❡ ❧❛ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ♣❡♥❞❛♥t ❧❡ ❝❛❧❝✉❧
❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ ❞és✐ré✱ ♦✉ ♣❛s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❡♣❡♥❞❛♥t ❛✉ss✐ ✐♠♣❧❛♥t❡r
✉♥❡ ✐❞é❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s ❞✐r❡❝t❡✉rs✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♦❜t❡♥✐r ✉♥ rés✉❧t❛t ❞❛♥s
❝❡tt❡ s②♥t❛①❡✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❥✉st❡ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ❞❡ ❞✐st✐♥❣✉❡r ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ❞❡s
■❱✳✾✳ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ✶✷✺
✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡❧é❡s✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ à ❧✬❡①tér✐❡✉r ❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ q✉❡ ♥♦✉s
✈♦✉❧♦♥s ré❞✉✐r❡ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✳ ❈❡❝✐ ♣❡✉t êtr❡ ❢❛✐t ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ t♦✉t à ❢❛✐t
é✈✐❞❡♥t❡ ✿ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ❣❡♥r❡ ❞❡ ❞✐r❡❝t❡✉rs ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❝❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❣❡❧é❡s✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❣❡❧é❡ ❞❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣❡✉t êtr❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧❧❡ ❢♦r♠❡✱ ❛✐♥s✐
♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✉t✐❧✐s❡r ❧❡s rè❣❧❡s ❣é♥ér❛❧❡s s✉r ❝❡tt❡ ♣❛rt✐❡✳ ❉✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡✱
❝❡❝✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❞✬✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛✉ ♣❧✉s ❧✐♥é❛✐r❡ ❡♥ ❧❛ ♣r♦❢♦♥❞❡✉r ❞❡s
λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥s ❞✉ rés✉❧t❛t ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ ❝❡ q✉✐ s❡♠❜❧❡ ❡♥❝♦r❡ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡✳ ◆♦✉s ♥✬❛❧❧♦♥s
♣❛s ♣❧✉s ❧♦✐♥ s✉r ❝❡ ♣♦✐♥t ❝❛r ❧❡s ✐❞é❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s ♦♥t ❞é❥à été ❡①♣♦sé❡s ❞❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡✳
■❱✳✾ ❘és✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❯♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡s ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❧❡ ❞és✐r ❞❡ tr♦✉✈❡r ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ♣❧✉s
❡✣❝❛❝❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ■❧ ♥❡ s✬❛❣✐t ♣❛s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❞❡ ❝❤❡r❝❤❡r ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s ♦✉ ❞❡s ♦♣t✐✲
♠✐s❛t✐♦♥s ♠✐♥❡✉r❡s ❞❡s s②stè♠❡s ❡①✐st❛♥ts✱ ♠❛✐s ♣❧✉tôt ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ r❡♣❛rt✐r ❞✉ ❞é❜✉t ♣♦✉r
❞é❝♦✉✈r✐r ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s str❛té❣✐❡s ❡t ❞❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s q✉✐ ❞♦♥♥❡♥t ❞❡s ❛♠é❧✐♦r❛t✐♦♥s
❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s s✉r ❧❡s t❡❝❤♥✐q✉❡s st❛♥❞❛r❞ ✉t✐❧✐sé❡s ❞❛♥s ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧s✳ ❊♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ✐❧ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧ q✉❡ ♥♦s str❛té❣✐❡s s♦✐❡♥t ✐♠♣❧❛♥té❡s ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s
✐❞é❡s ❞❡ ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ♣✉✐ss❡♥t êtr❡ s♦✉t❡♥✉❡s ♣❛r ❞❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉① ❡t êtr❡ ❝♦♠♣❛ré❡s
❛✉① é✈❛❧✉❛t❡✉rs ❡①✐st❛♥ts✳
■❧ ❡st ❞✐✣❝✐❧❡✱ s✐♥♦♥ ✐♠♣♦ss✐❜❧❡✱ ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ♠❡s✉r❡ ❛♣♣r♦♣r✐é❡ ♣♦✉r ❝♦♠♣❛r❡r ❞❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ✐♠♣❧❛♥té❡s ❞❛♥s ❞❡s ❝❛❞r❡s ❞✐✛ér❡♥ts ✭❝✬❡st ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❧✬✉♥❡ ❞❡s ♠♦t✐✈❛t✐♦♥s
❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✮✳ ❈❡ ♣♦✐♥t ❡st ❡♥❝♦r❡ ♣❧✉s ✈r❛✐ q✉❛♥❞ ♥♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡
♣r♦t♦t②♣❡s✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❢❛✐r❡✱ ❝✬❡st ✐❞❡♥t✐✜❡r ❞❡s ét❛♣❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥
❛t♦♠✐q✉❡s ♣♦✉r ♣❧✉s✐❡✉rs é✈❛❧✉❛t❡✉rs✳ ❇✐❡♥ q✉❡ ❧❡ ❝♦ût ❛❧❣♦r✐t❤♠✐q✉❡ ❞✬✉♥ ♣❛s ♣✉✐ss❡ ❝❤❛♥❣❡r
❞✬✉♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r à ❧✬❛✉tr❡✱ ❧❡s ❛❝❝é❧ér❛t✐♦♥s ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡s r❡s♣❡❝t✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t t♦✉❥♦✉rs êtr❡
❡①❛♠✐♥é❡s✳ ▲❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ s✉✐✈❛♥t s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞é✈❡❧♦♣♣é❡s ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡♥t ♠✐❡✉① q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ♦✛r❡♥t ❝❡rt❛✐♥❡s
st❛t✐st✐q✉❡s s✉r♣r❡♥❛♥t❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥s ❛✈❡❝ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ♠❡✐❧❧❡✉rs é✈❛❧✉❛t❡✉rs ❝♦♥♥✉s à ❝❡
❥♦✉r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞❡✉① ❡♥s❡♠❜❧❡s ❞✬❡①❡♠♣❧❡s ✿ ✉♥ q✉✐ ❛♣♣❛rt✐❡♥t à λ■ ❛✜♥ ❞✬é✈✐t❡r ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡
❞❡ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ❡t ✉♥ ♣❡t✐t ❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞❡ λ❑ ♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥ts
s♣é❝✐✜q✉❡s✳ ▲❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ s♦♥t ❞✬❡①❝❡❧❧❡♥ts ♠♦②❡♥s ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ é❝❤❛♥t✐❧❧♦♥ ❞❡
❣r❛♥❞s λ✲t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ ❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ n = λf.λx.fn x
❡t q✉❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧✬é❧é✈❛t✐♦♥ à ✉♥❡ ♣✉✐ss❛♥❝❡ ✿ nm ≡ mn✳ ◆♦✉s ❛♣♣❧✐q✉♦♥s
❧❡s ❡♥t✐❡rs ❞❡ ❈❤✉r❝❤ ❞❛♥s ♥♦s ❡①❡♠♣❧❡s à ■ ■✱ ♦ù ■ = λx.x✱ ❝❡ q✉✐ s✉✣t à ❢♦r❝❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❡r ❧❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs ❢❛✐❜❧❡s ❡t ❢♦rts✳ ◆♦✉s
✉t✐❧✐s♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡s ❝♦♠❜✐♥❛t❡✉rs ❑ = λx.λy.x ❡t ▼ = λx.λy.(❑ ■x)(❑ ■x y)✳
◆♦✉s ❝♦♠♣❛r♦♥s ♥♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ ✭♥♦té❡ ❈❘ ❞❛♥s ❧❛ t❛❜❧❡✮ à ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s
♥❛ï✈❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✭❈❇❱✮ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✭❈❇◆✮✱ ❛✐♥s✐ q✉✬à ❧✬✐♥t❡r♣rèt❡
♦♣t✐♠❛❧ ✭❇❖❍▼✮ ❞✬❆s♣❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ❬❆●◆✾✻❪✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r rés✉❧t❛t ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝
❧❡ ♠❡✐❧❧❡✉r é✈❛❧✉❛t❡✉r ❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s t❡r♠❡s✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❈❇❱◆❋✱ ✉♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♦ù ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st ré❞✉✐t ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛✈❛♥t
✶✷✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❧❡ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛♣❡s ❞❡ ❝❡s é✈❛❧✉❛t❡✉rs ✭② ❝♦♠♣r✐s ❧❡s
♠❛♥✐♣✉❧❛t✐♦♥s ❞❡ ♣✐❧❡✮✳ ◆♦✉s ❞♦♥♥♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❡♥tr❡ ♣❛r❡♥t❤ès❡s✱
❛✐♥s✐ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ✐♥❞✐q✉é ♣♦✉r ❇❖❍▼ ❡st ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠✉♠ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s ♣♦ss✐❜❧❡✳ ▲❡s
rés✉❧t❛ts ♣♦✉r ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s q✉✐ ré❞✉✐s❡♥t ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❝♦♠♣❧èt❡ ♥❡ s♦♥t ♣❛s ♠♦♥trés✱ ❝❛r
✐❧s s♦♥t ✐❞❡♥t✐q✉❡s à ❝❡✉① ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢❛✐❜❧❡s s♦✉s✲❥❛❝❡♥t❡s s✉r ❝❡s ❡①❡♠♣❧❡s✳
❚❡r♠❡ ❈❘ ❈❇❱ ❈❇◆ ❈❇❱◆❋ ❇❖❍▼
✷ ✷ ■ ■ 61✭✾✮ 78✭✶✶✮ 76✭✶✷✮ 98✭✶✶✮ 40✭✾✮
✷ ✷ ✷ ■ ■ 140✭✶✾✮ 362✭✹✷✮ 471✭✻✵✮ 342✭✸✻✮ 93✭✶✻✮
✺ ✺ ■ ■ 217✭✸✸✮ 29 723✭✸ ✾✶✸✮ 31 250✭✹ ✻✽✾✮ 22089✭✸✶✺✸✮ 208✭✸✸✮
✺ ✷ ✷ ■ ■ 832✭✶✵✾✮ ✲ ✲ ✲ 847✭✸✶✮
✷ ✷ ✷ ✷ ✷ ■ ■ 1 507 714✭✶✾✻ ✻✺✺✮ ✲ ✲ ✲ 1 074 037 060✭✻✶✮
▼✭✺ ✺ ■ ■✮ ■ 266✭✹✷✮ 41✭✽✮ 31✭✽✮ 34621✭✸✶✻✶✮ 22✭✽✮
❑ ■ ✭✺ ✺ ■ ■✮ 7✭✷✮ 29731✭✸✾✶✺✮ 7✭✷✮ 34585✭✸✶✺✺✮ 4✭✷✮
P♦✉r ♠❡ttr❡ ❝❡rt❛✐♥s ❞❡ ❝❡s rés✉❧t❛ts ❡♥ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡✱ ♥♦✉s r❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ ❧❡ t❡♠♣s ré❡❧
♣♦✉r ❝❛❧❝✉❧❡r✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ✺ ✷ ✷ ■ ■ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❖❈❛♠❧ ❡st ❞❡ ❧✬♦r❞r❡ ❞❡ ✺ ♠✐♥✉t❡s✱ ❡t ❞❡ ❧✬♦r❞r❡
❞❡ ✸ ♠✐♥✉t❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❙t❛♥❞❛r❞ ▼▲ ✭❧❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧❛♥t❡♥t ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✮✳
▲❡s rés✉❧t❛ts à ❧❛ ❢♦✐s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡t ♣♦✉r ❇❖❍▼ s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ✐♥st❛♥t❛♥és✳
▲❛ r❡♠❛rq✉❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ q✉❡ ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ❢❛✐r❡ ❛✈❡❝ ❧❛ t❛❜❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❝❧♦s❡✱ ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s✐♠♣❧❡ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛ ❞❡s ♣❡r❢♦r♠❛♥❝❡s ❝❧❛✐r❡♠❡♥t s✉♣ér✐❡✉r❡s ❛✉①
str❛té❣✐❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ❡t ❞❡ ♣❧✉s ❡st ✉♥ ❝♦♥❝✉rr❡♥t sér✐❡✉①
à ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s très s♦♣❤✐st✐q✉é❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❇❖❍▼✳ ▲❛ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
✈❛❧❡✉r ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ♠♦♥tr❡ q✉✬❛✉t♦r✐s❡r ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st
♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡♠❡♥t ❢❛❝✐❧❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s ❤❛❜✐t✉❡❧s✱
❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❧✬❡✣❝❛❝✐té✳
▲❡ ♣♦✐♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❛s②♠♣t♦t✐q✉❡ ❞❡s str❛té❣✐❡s q✉❛♥❞ ❧❛ t❛✐❧❧❡ ❞❡s
t❡r♠❡s ❛✉❣♠❡♥t❡✳ ▲❡s rés✉❧t❛ts ♠♦♥tr❡♥t q✉❡ ♥♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ♣❡✉t ré❞✉✐r❡ ❞❡s t❡r♠❡s ♣❧✉s
❣r❛♥❞s q✉❡ ❧❡s ❛✉tr❡s ♠❛❝❤✐♥❡s✱ ❡t ♣❧✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❣r❛♥❞✱ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❡st ♥♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❝♦♠✲
♣❛ré❡ ❛✉① ❛✉tr❡s✳ ❊♥ ❢❛✐t✱ ♥♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡st t♦✉t à ❢❛✐t ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ ❛✉ ♠❡✐❧❧❡✉r é✈❛❧✉❛t❡✉r
❝♦♥♥✉ ♣♦✉r ❞❡ t❡❧s t❡r♠❡s✱ à s❛✈♦✐r ❇❖❍▼ ❬❆●◆✾✻❪✱ ❛❧♦rs ♠ê♠❡ q✉✬❡❧❧❡ r❡♣♦s❡ s✉r ✉♥ ♠♦✲
❞è❧❡ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❈❡❝✐ ❛✉t♦r✐s❡ à ♣❡♥s❡r q✉✬❡❧❧❡ ♣❡r♠❡t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ é❧❡✈é
✭♣❛r❝❡ q✉❡ ♣❧✉s ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❣r❛♥❞✱ ♣❧✉s ✐❧ ② ❛ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ♣♦ss✐❜❧❡✮✳ ▲❡ ❞❡r♥✐❡r ❡①❡♠♣❧❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ❡♥s❡♠❜❧❡ ♠♦♥tr❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡①♣❧♦s❡ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥s ♣❛r r❛♣♣♦rt à
❧✬♦♣t✐♠❛❧✱ ♠❛✐s s✉r♣❛ss❡ ❇❖❍▼ ❡♥ ♥♦♠❜r❡ t♦t❛❧ ❞✬ét❛♣❡s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ♥♦tr❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳
❊♥ ❝♦♠♣❧é♠❡♥t à ❝❡ ❜❛♥❝ ❞✬❡ss❛✐ ❝❧❛ss✐q✉❡✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❞❡✉① t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❡✛❛❝❡♠❡♥t
♣♦✉r ✐❧❧✉str❡r ❧❡s ♣♦✐♥ts s✉✐✈❛♥ts ✿
✕ ▲❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡ ♣❡✉t ❡✛❡❝t✉❡r ♣❧✉s ❞❡ tr❛✈❛✐❧ q✉❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ q✉❛♥❞ ❝❤❛q✉❡ ❝♦♣✐❡
❞✬✉♥ t❡r♠❡ s❡r❛ ❡✛❛❝é❡✳ ▲✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ t❡❧s t❡r♠❡s ❞❛♥s ❞❡s s✐t✉❛t✐♦♥s ♣r❛t✐q✉❡s ❡st
❝❡♣❡♥❞❛♥t ✐♥❝❡rt❛✐♥❡✳ ❖♥ ♣♦✉rr❛✐t é❣❛❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐s❛❣❡r ❞❡ ❝♦♠❜✐♥❡r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡
❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s❡♠❜❧❛❜❧❡ à ❬❊P❏✵✸❪ ♣♦✉r é✈✐t❡r ❝❡ ♣r♦❜❧è♠❡✳ ❯♥❡
❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠✐❧❛✐r❡ à ❝❡❧❧❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱ s❡♠❜❧❡ é❣❛❧❡♠❡♥t ♣r♦♠❡tt❡✉s❡✳
✕ ▼✐s❡ à ♣❛rt ❧❛ s✐t✉❛t✐♦♥ ♣ré❝é❞❡♥t❡✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s é✈✐t❡r ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞✉ tr❛✈❛✐❧ ✐♥✉t✐❧❡✱
♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t
■❱✳✶✵✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥ ✶✷✼
❝❡rt❛✐♥s ❞❡s ❛✈❛♥t❛❣❡s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✳
■❱✳✶✵ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ s②♥t❛①❡ s❛♥s ♥♦♠s ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s t❡r♠❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝
s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s✱ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ q✉✐ s✉✐t ❧❡s ✐♥t✉✐t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s q✉❛♥t à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡
♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣❛❣❛t✐♦♥ ❞❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ❣é♥ér❛❧ s✉r ❧❡s
❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s q✉✐ ♣❡✉t s✐♠✉❧❡r ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ♣❧✉tôt ❝♦♠♣❧✐q✉é❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛❧♦rs ❞é❝r✐t ✉♥ ❝❛❧❝✉❧ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✱ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ♦✉✈❡rt ❧♦❝❛❧✱ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s très
s✐♠♣❧❡s ❡t ♣❡r♠❡tt❛♥t t♦✉❥♦✉rs ❛✉① s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♦✉✈❡rt❡s ❞❡ tr❛✈❡rs❡r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s s❛♥s
ré❝r✐t✉r❡ ❣❧♦❜❛❧❡✳ ❊♥✜♥✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞ér✐✈é ❧❡ ❝❛❧❝✉❧ ❝❧♦s✱ q✉✐ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡ ❧❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞✉
s②stè♠❡ ♦r✐❣✐♥❛❧ ❞é❝r✐t ❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳
❈❡s ❝❛❧❝✉❧s ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❝♦♠♠❡ ❜❛s❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❡t ✐♠♣❧❛♥t❡r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s
♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❢❛✐❜❧❡ ❡t ❢♦rt❡✳ ▲✬❡✣❝❛❝✐té ét❛✐t ♥♦tr❡ ♠♦t✐✈❛t✐♦♥ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s
tr♦✉✈é ❞❛♥s ❧❛ ♣r❛t✐q✉❡ q✉❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s s♦♥t t♦✉t à ❢❛✐t ❡✣❝❛❝❡s s✉r ❞❡ ❣r❛♥❞s t❡r♠❡s ❡t ❛✉✲
t♦r✐s❡♥t ✉♥ ❞❡❣ré ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ é❧❡✈é✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❡❧❧❡s s❡ ❝♦♠♣❛r❡♥t t♦✉t à ❢❛✐t ❢❛✈♦r❛❜❧❡♠❡♥t
❛✉① é✈❛❧✉❛t❡✉rs st❛♥❞❛r❞✱ ❝❡ q✉✐ s✉❣❣èr❡ q✉❡ ❞❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s
❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s ❡t ❞❡s ❛ss✐st❛♥ts ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❜❛sés s✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❡♥❝♦r❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳
✶✷✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱✳ ❈❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ♣♦✉r ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧
❈❤❛♣✐tr❡ ❱
❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s♦♥t ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❛ ♣r✐♦r✐ ✐❞é❛❧ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ à ✉♥ ♥✐✈❡❛✉
❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t é❧❡✈é ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡ ❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✱ ❡♥
♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡rt❛✐♥❡s str❛té❣✐❡s s✬❡①♣r✐♠❡♥t ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛❧♦rs q✉✬♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣r♦✉✈❛❜❧❡♠❡♥t ♣❛s ❧❡s ❡①♣r✐♠❡r ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡
t❡r♠❡s✱ ❝♦♠♠❡ ❝✬❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛ str❛té❣✐❡ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❬❋✐❡✾✵✱ ▲❛♠✾✵❪✳ ▼❛✐s ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✉r✲
♣r❡♥❛♥t❡✱ ♦♥ ❝♦♥st❛t❡ q✉❡✱ ré❝✐♣r♦q✉❡♠❡♥t✱ ♦♥ ♥❡ s❛✐t ♣❛s ♥♦♥ ♣❧✉s ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s
✉s✉❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t ❞✬✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡
❝❛❧❝✉❧ ❞✐str✐❜✉é✳ P♦✉r s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❝❡rt❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱
❡t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❞❡ ❜♦ît❡✱
❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ▲♦❣✐q✉❡ ▲✐♥é❛✐r❡ ❞❡ ●✐r❛r❞ ❬●✐r✽✼❪✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡
❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡s ❞❛♥s
❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❢❛ç♦♥ très s✐♠♣❧❡✱ ❡♥ r❡♥❞❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❛✉
♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡✱ ❡t s❛♥s ❛✉❝✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❜♦ît❡✳ ◆♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❛✉ss✐ ❝♦♠♠❡♥t ✐♠✲
♣❧❛♥t❡r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❞❡
♣r♦♣r✐été✳ ◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ✜♥❛❧❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ q✉✐
♦✛r❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt❛❣❡ q✉❡ ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❝♦✉r❛♥t❡s ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳ ◆♦✉s
♣r♦♣♦s♦♥s ❞♦♥❝ ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡♥tr❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜s✲
tr❛✐t❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s✳ ❈❡ tr❛✈❛✐❧ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ ✈✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ét❛♣❡ ✈❡rs ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❣é♥ér✐q✉❡ ♣♦✉r ❞é✈❡❧♦♣♣❡r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡s✳
✶✷✾
✶✸✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❱✳✶ ■♥tr♦❞✉❝t✐♦♥
▲❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬▲❛❢✾✵❪ ❝♦♥st✐t✉❡♥t ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧ ❣r❛♣❤✐q✉❡ ❡t ❞✐str✐❜✉é✱ q✉✐
♣❡r♠❡t ❞✬❡①♣r✐♠❡r ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ✉♥✐❢♦r♠❡ t♦✉t❡s ❧❡s ét❛♣❡s ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
❝❡rt❛✐♥❡s ét❛♣❡s ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❡t ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❛❝❤é❡s✳ ❈❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❡st ✐♥s♣✐ré
♣❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❡t ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❬●✐r✽✼❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡st ♥❛t✐❢
✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① t❡r♠❡s✮ ❡t ❡st tr❛✐té ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ✭❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① t❡r♠❣r❛♣❤s✮✳ ▲❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❧♦❝❛❧❡ ❡t ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡✱ ❛✐♥s✐ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s
♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ♦r❞r❡✱ ♠ê♠❡ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ✭✈♦✐r ❬P✐♥✵✵❪✮✳ ❈❡s ♣r♦♣r✐étés
❢♦♥t ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❛❞❛♣té ♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡
❧❛♥❣❛❣❡s ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥✳
❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥t été ✉t✐❧✐sés ❛✈❡❝ s✉❝❝ès ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❡♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ▲❛♠♣✐♥❣ ❬▲❛♠✾✵❪✱ ●♦♥t❤✐❡r✱ ❆❜❛❞✐ ❡t
▲é✈② ❬●❆▲✾✷❪✱ ❆s♣❡rt✐ ❡t ❛❧✳ ❬❆●◆✾✻❪ ❥✉sq✉✬❛✉① tr❛✈❛✉① ré❝❡♥ts ❞❡ ✈❛♥ ❖♦str♦♠ ❡t ❛❧✳ ❬❖▲❩✵✹❪✳
■❧s ♦♥t ❛✉ss✐ été ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❛✉tr❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❡✣❝❛❝❡s ✭♥♦♥✲♦♣t✐♠❛❧❡s✮
❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ♣❛r ▼❛❝❦✐❡ ❬▼❛❝✾✽✱ ▼❛❝✵✹❪✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥t ✉♥ st❛t✉t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t t❤é♦r✐q✉❡ ✿ ❛✉❝✉♥ ❞❡s s②s✲
tè♠❡s ❝✐tés ❝✐✲❞❡ss✉s ♥✬❡st ✉t✐❧✐sé ❞❛♥s ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥
ré♣❛♥❞✉✳ ❈✬❡st très ❞♦♠♠❛❣❡❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❡s str❛té❣✐❡s ♣♦ss✐❜❧❡s ❞❛♥s ❝❡ ❝❛❞r❡ ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ❞❡s
rés✉❧t❛ts s✉r♣r❡♥❛♥ts ❡♥ t❡r♠❡s ❞✬❡✣❝❛❝✐té✳ ■❧ ❡st ❞♦♥❝ ♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡ss❛②❡r ❞❡ ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ ❢♦ssé
❡♥tr❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡t ❢♦r♠❛❧✐s♠❡s ♣❧✉s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ t❡❧s q✉❡ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s✳
▲❡s ❝♦❞❛❣❡s ❝✐✲❞❡ss✉s ♦♥t ❡♥ ❝♦♠♠✉♥ q✉✬✉♥ β✲ré❞❡① ❡st t♦✉❥♦✉rs tr❛❞✉✐t ❡♥ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡✳
P❛r❛❞♦①❛❧❡♠❡♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s s✉✐t❡s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ❜❡s♦✐♥
❞✬✉♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r tr♦✉✈❡r ❧❡s ré❞❡① ❡t ❧❡s ❣ér❡r✱ ❝❡ q✉✐ ❡st t②♣✐q✉❡♠❡♥t ✐♠♣❧❛♥té
à ❧✬❛✐❞❡ ❞✬✉♥❡ ♣✐❧❡ ❬P✐♥✵✵❪ ♦✉ ♣❛r ❞❡s ♠ét❤♦❞❡s ❛❞ ❤♦❝✱ ♥♦♥ ❞♦❝✉♠❡♥té❡s✱ q✉✐ ♥❡ ❢♦♥t ♣❛s
♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ t❤é♦r✐❡✱ ❞♦♥❝ q✉✐ s♦♥t ♣r♦♣✐❝❡s ❛✉① ❡rr❡✉rs✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
à ❞❡s β✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✐✛ér❡♥t❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡♥tr❡❧❛❝é❡s✱ ❝❡ q✉✐ ✐♠♣♦s❡ ❞❡ ❞❡✈♦✐r s✐♠✉❧❡r ✉♥❡
♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦ît❡ ❬●✐r✽✼✱ ●❆▲✾✷❪ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❝♦♠♣❧❡①❡ ❡t ❝♦ût❡✉s❡ ✭✈♦✐r ❬▲❛♠✾✵✱
●❆▲✾✷✱ ▼❛❝✾✹✱ ▼❛❝✾✽✱ ▼❛❝✵✹❪ ♣♦✉r ❞✐✈❡rs t②♣❡s ❞❡ t❡❧s ❝♦❞❛❣❡s✮✳
❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❝❡ ❝❤❛♣✐tr❡✱ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❞❡ r❡str❡✐♥❞r❡ ✉♥ ♣❡✉✱ ♠❛✐s ♣❛s ❝♦♠♣❧è✲
t❡♠❡♥t✱ ❧❛ ❧✐❜❡rté ❞❡ ♥♦s ❝♦❞❛❣❡s✳ ◆♦tr❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ré❞❡① ❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ✐♥❡rt❡ ❡t ♥♦✉s
❞♦♥♥♦♥s ✉♥ st❛t✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡ à ❧❛ str❛té❣✐❡✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t st❛♥❞❛r❞✱ ❛♣♣❡❧é ❥❡t♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ q✉✐ tr❛✈❡rs❡ ❧❡ rés❡❛✉ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❧❡ ❢❡r❛✐t✱ ❡♥ ❞é❝❧❡♥❝❤❛♥t
❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s✉r s♦♥ ♣❛ss❛❣❡✳ ❙✉✐✈❛♥t ❝❡tt❡ ✐❞é❡✱ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ♣rés❡♥t❡r s✉❝❝❡ss✐✈❡♠❡♥t ❞❡s
❝♦❞❛❣❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥é❝❡ss✐té ❡t ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✳
❈❡ t②♣❡ ❞✬❛♣♣r♦❝❤❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❞❡ ▲✐♣♣✐ ❬▲✐♣✵✷❜✱ ▲✐♣✵✷❛❪✳ ❈❡❧✉✐✲❝✐ ❞é❝r✐t ❡♥ ❡✛❡t
✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ♣r♦♣♦s❡ ♠ê♠❡
✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡ ❑r✐✈✐♥❡ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱
❝❡s ❝♦❞❛❣❡s✱ ❡♥ ♥❡ ❞♦♥♥❛♥t ♣❛s ✉♥ st❛t✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ s♦♥t ♠♦✐♥s ✐♥t✉✐t✐❢s
❡t ♠❛♥q✉❡♥t ❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ❞✐✣❝✐❧❡ ❞✬ét❡♥❞r❡ ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à
❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s✳
◆♦tr❡ ✐❞é❡ ❞✬✉♥ ❥❡t♦♥ q✉✐ tr❛✈❡rs❡ ✉♥ ❣r❛♣❤❡ ❡st ❛✉ss✐ s✉♣❡r✜❝✐❡❧❧❡♠❡♥t ré♠✐♥✐s❝❡♥t❡ ❞❡ ❧❛
❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❬●✐r✽✾❪✱ q✉✐ ❛ été ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ✐♠♣❧❛♥t❡r ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡♥
❱✳✷✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✶✸✶
❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❬▼❛❝✾✺❪ ❡t ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❬❋▼✵✷❪✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❧❡s ❞ét❛✐❧s ❞❡s ❛♣♣r♦❝❤❡s
s♦♥t très ❞✐✛ér❡♥ts✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s é✈✐t❡♥t ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♠♦❞✐✜❡r ❧❡
❣r❛♣❤❡✱ ❡t ❧❛✐ss❡♥t ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❞❡ ❧✐❜❡rté ❞❛♥s ❧❛ str❛té❣✐❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❡st
♦❜t❡♥✉ ❛✉ ♣r✐① ❞✬✉♥❡ ❣r❛♥❞❡ ❝♦♠♣❧❡①✐té✳ ■❧ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ❝❧❛✐r ❝❡♣❡♥❞❛♥t q✉❡ ❝❡s ♠❛❝❤✐♥❡s
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❢♦r♠❛❧✐sé❡s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ✭❡♥ r❡♥❞❛♥t ❧❡ ❥❡t♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡t ❡♥ ❝♦❞❛♥t ❧❛ ♣✐❧❡
❛✈❡❝ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✮✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♥❡ s❡♠❜❧❡ ♣❛s ♠❡♥❡r à ✉♥❡ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❧❛ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✭❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r à ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♣❧✉s
s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✮✳
◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ r❛♣♣❡❧❧❡ ❛✉ss✐ ❧❛ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ♣❛r ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥ ❬P❧♦✼✺❪✱ ❛✉
s❡♥s ♦ù ♥♦✉s s✐♠✉❧♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ✐♥t❡r❞✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s t❛♥t q✉❡
q✉❡❧q✉❡ ❝❤♦s❡ ♥❡ ❧❡s ❞é❝❧❡♥❝❤❡ ♣❛s ✭❧❡ ❥❡t♦♥ ♦✉ ❧❛ ❝♦♥t✐♥✉❛t✐♦♥✮✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ t❡❧❧❡ tr❛♥s✲
❢♦r♠❛t✐♦♥ s✉✐✈✐❡ ❞✬✉♥ ❝♦❞❛❣❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♥❡ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❝❡rt❛✐✲
♥❡♠❡♥t ♣❛s ❞❡ ♥♦✉s ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡s ❜♦ît❡s✱ ❜✐❡♥ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛✐t ♣♦ss✐❜❧❡ à
❧❛ ❢♦✐s✳ ❉❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡✱ ♥♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡ ❡t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ à ét❡♥❞r❡
à ❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s✳
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❞❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❜❛sé❡s s✉r ❞❡s ❣r❛♣❤❡s ♣♦✉r ❧❡s str❛✲
té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✺✳✷✱ ❥✉sq✉✬à ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✳ ◆♦tr❡ ❛♣♣r♦❝❤❡
❡st s✐♠♣❧❡ ❡t✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✐❡♥t séq✉❡♥t✐❛❧✐sé❡s✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣❡r❞♦♥s ♣❛s t♦✉t ❧❡
♣♦t❡♥t✐❡❧ ❞❡ ♣❛r❛❧❧é❧✐s♠❡ ✿ ♥♦✉s r❡♥❞♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❡❧s ❝❛❧❝✉❧s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝✲
t✉és séq✉❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❡t ❧❡sq✉❡❧s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉és ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡✳ ◆♦✉s ❢♦✉r♥✐ss♦♥s ❛✉ss✐ ✉♥
❝❛❞r❡ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡ q✉✐ r❡❧✐❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡sq✉❡❧s ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ♣❡✉t êtr❡ ✐♠♣❧❛♥té❡✳ ▲✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ t❡❝❤♥✐q✉❡ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡
s❡r❛ ❞✐s❝✉té❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❈❡ ❝❤❛♣✐tr❡ ❡st ♦r❣❛♥✐sé ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳ ❉❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐✈♦♥s ❡♥ ❞ét❛✐❧s
❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ♣♦✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ▲❡s ❙❡❝t✐♦♥s ❱✳✸ ❡t ❱✳✹ ❛❞❛♣t❡♥t ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t à ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❝❧♦s ❡t ❛✉① t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts✳ ▲✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❡st à s♦♥
t♦✉r tr❛✐té ❡♥ ❞ét❛✐❧s ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✱ ❡t ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡
❡st ❛❜♦r❞é❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✻✳ ◆♦✉s ❝♦♥❝❧✉♦♥s ❡♥ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✼✳
❱✳✷ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❧❛ str❛té❣✐❡ ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s✱ ❞❛♥s
✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s✱ ❡t ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ét❛♣❡ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡ ❝♦♥s✐st❡ à ❞ér✐✈❡r ✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ♣❧✉s ✜♥✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ✭s❛♥s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✮✳ ▲❡s t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts s❡r♦♥t tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✹✳
❱✳✷✳✶ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s
▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ♣♦✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡st s♣é❝✐✜é ♣❛r ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
s✉✐✈❛♥t❡s ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✺✳✷✮ ✿
▲❛♠
λx.t ⇓ λx.t
t ⇓ λx.t′ t′{x := u} ⇓ v
❆♣♣
t u ⇓ v
✶✸✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❈✬❡st ❡♥ ❢❛✐t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ❝♦♥♥✉❡ s♦✉s
❧❡ ♥♦♠ ❞❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s✮✱ ♣❧✉tôt q✉✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ✿ ♥♦✉s ♣r❡♥♦♥s ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t ❡♥
❡♥tré❡ ❡t ♥♦✉s tr♦✉✈♦♥s ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ t❡r♠❡ v t❡❧ q✉❡ t ⇓ v✳ ❆❧♦rs✱ v ❡st ❧❛ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡
❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✉♥✐q✉❡ ❞❡ t ✭♣♦✉r✈✉ q✉✬❡❧❧❡ ❡①✐st❡✮ ♦❜t❡♥✉❡ ♣❛r ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✳
▲❡ ❝❤❡♠✐♥ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ✈✐s✐❜❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ t ⇓ v✱ ♠❛✐s ❜✐❡♥ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡
❞ér✐✈❛t✐♦♥ ❝♦♥st✐t✉❛♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✳
❈❡s rè❣❧❡s s♦♥t tr♦♣ ✐♠♣❧✐❝✐t❡s✱ ❝❛❝❤❡♥t tr♦♣ ❧❡ ❝❛❧❝✉❧✱ ♣♦✉r ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞✐r❡❝t ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❛ ♣r♦❝é❞✉r❡ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ré❝✉rs✐✈❡♠❡♥t s✉r ❧❡
t❡r♠❡ ❣❛✉❝❤❡✱ ❡t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛❧♦rs r❡✈❡♥✐r à ❝❡tt❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ ♦✉ ❞✬✉♥❡ ❛✉tr❡✳ ❉❛♥s
✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣r♦❣r❛♠♠❛t✐♦♥ ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧❧❡✱ ❝✬❡st ❛✉t♦♠❛t✐q✉❡ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ♦♣ér❛t✐♦♥
❣r❛t✉✐t❡ ✿ q✉❛♥❞ ♦♥ ❡♥tr❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦✉r❛♥t ❡st s❛✉✈❡❣❛r❞é s✉r ❧❛
♣✐❧❡ ❀ q✉❛♥❞ ❡❧❧❡ t❡r♠✐♥❡✱ ❝❡tt❡ ✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❞❡s❝❡♥❞✉❡ ❞❡ ❧❛ ♣✐❧❡✳ ◆♦✉s ❢♦r♠❛❧✐s❡r♦♥s ❞♦♥❝
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❞❛♥s ✉♥ ♠♦❞è❧❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s✱ ❛✜♥ ❞✬êtr❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡ q✉❛♥t ❛✉
✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡t ❞❡ ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳
❱✳✷✳✷ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s r❡♠♣❧❛❝❡r ❧❡s rè❣❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ♣❛r ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞✉
♣r❡♠✐❡r ♦r❞r❡✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ✈♦✉❧♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t êtr❡ ❛✉ss✐ ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉❛♥t à ❧✬♦r❞r❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡ ♣ré❝é❞❡♥t✳ ■♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t✱ ❧✬✐❞é❡ ❡st ❞✬✐♠✐t❡r ❛✈❡❝ ❞❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡
❝❡ q✉✐ s❡ ♣r♦❞✉✐t ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ ❥✉❣❡♠❡♥t t ⇓ v✳ ❚r♦✐s t②♣❡s ❞❡
❝❤♦s❡s ♣❡✉✈❡♥t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✿ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ ❜r❛♥❝❤❡ ❡t ♠♦♥t❡r ❞❛♥s
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ✭é✈❛❧✉❡r ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡✮✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s t❡r♠✐♥❡r ✉♥❡ ❜r❛♥❝❤❡ ✭r❡♥✈♦②❡r
✉♥ rés✉❧t❛t ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡✮ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞❡s❝❡♥❞r❡ ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ✭r❡♠❡ttr❡ ❧❡ rés✉❧t❛t ❞❛♥s
❧❡ ❜♦♥ ❝♦♥t❡①t❡✮✳
◆♦✉s ❡♥r✐❝❤✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❞❡✉① s②♠❜♦❧❡s ✉♥❛✐r❡s ✿ ⇓ ✭❝♦rr❡s♣♦♥✲
❞❛♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ❡t ⇑ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ r❡t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé✲
♠❡♥t✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s s♦♥t ❞é✜♥✐s ♣❛r ❧❛ ❣r❛♠♠❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
e ::= C[⇓t] | C[⇑t]
♦ù t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡t C[ ] ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ à ✉♥ tr♦✉ s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ✭♥♦♥✲❡♥r✐❝❤✐s✮✳ ▲❡s
t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s ♦♥t ❞♦♥❝ ✉♥❡ ✉♥✐q✉❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞✉ s②♠❜♦❧❡ ⇓ ♦✉ ⇑✳
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s ✿
(⇓▲❛♠) ⇓λx.t → ⇑λx.t
(⇓❆♣♣) ⇓(t u) → (⇓t) u
(⇑❆♣♣) (⇑λx.t) u → ⇓(t{x := u})
❖♥ ✈♦✐t ❜✐❡♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❡st ❞ér✐✈é ❞❡ ❝❡❧✉✐ à ❣r❛♥❞s ♣❛s✳
❉❛♥s ❧❡ ❝❛s ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✱ ♦♠❡ttr❡ ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ⇑ ❞♦♥♥❡ ✉♥ s②stè♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t
✭❝✬❡st ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ t❡r♠✐♥❛❧❡✮✱ ♠❛✐s ♥♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧✬✐♥❝❧✉r❡ ❞ès à
♣rés❡♥t ❀ ❝❡ ♣♦✐♥t s❡r❛ à ♥♦✉✈❡❛✉ ❞✐s❝✉té ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✸✳ ❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝✬❡st ❧❛
♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❡st ♣rés❡♥té❡ ❞❡ ❢❛ç♦♥ ❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧
♣❛r ♥♦♠✳ ▲❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s à ♣❡t✐ts ♣❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r
❱✳✷✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✶✸✸
s❡ ❢♦♥❞❡♥t s✉r ❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡
❝♦♥t❡①t❡s✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❡❧❧❡s ♥❡ r❡♥❞❡♥t ♣❛s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❧❡ ✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
à ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❊♥
✉♥ s❡♥s✱ ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s
✭q✉✐ sé♣❛r❡ ❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡✮ ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✭q✉✐
♣❡✉✈❡♥t ✐♠♣❧✐q✉❡r ❞❡s str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛
sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✳
❯♥ λ✲t❡r♠❡ t ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ♣♦✉r ❝❡ s②stè♠❡✱ ❞❡ ♠ê♠❡ q✉❡ ⇑t✳ P♦✉r é✈❛❧✉❡r
t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ⇓t✳ ❯♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ⇓
♦✉ ✉♥ ⇑✱ ❞♦♥❝✱ ♣❛r ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ✐❧ ② ❛ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ré❞❡① ❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡
♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ⇓t✳ ▲❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❞♦♥❝ ✈ér✐t❛❜❧❡♠❡♥t r❡♥❞✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡
❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✶
❙✐ ⇓ t→∗ u✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ⇓ ♦✉ ⇑ ❞❛♥s u✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ▲❡s ❞❡✉① ♣r❡♠✐èr❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s✳ ❉❛♥s ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡✱ ❧❡ ♠❡♠❜r❡
❞❡ ❞r♦✐t❡ ♣❡✉t ❛✈♦✐r ③ér♦ ♦✉ ♣❧✉s ❞✬✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ u✱ ♠❛✐s u ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ⇓ ♦✉
⇑ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ 
▲❡s ❞❡✉① s②stè♠❡s s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✷
t ⇓ v ⇐⇒ ⇓ t→∗ ⇑ v
Pr❡✉✈❡✳
⇒ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✿
✕ ▲❛♠ ✿ λx.t ⇓ λx.t ❡t ❡♥ ❡✛❡t ⇓λx.t −−−−→
⇓▲❛♠
⇑λx.t ❀
✕ ❆♣♣ ✿ s✐ t u ⇓ v✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ t′ t❡❧ q✉❡ t ⇓ λx.t′ ❡t t′{x := u} ⇓ v✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
⇓t→∗ ⇑λx.t′ ❡t ⇓t′{x := u} →∗ ⇑v✱ ❞✬♦ù ✿ ⇓(t u) −−−→
⇓❆♣♣
(⇓t) u→∗ (⇑λx.t′) u −−−→
⇑❆♣♣
⇓t′{x := u} →∗ ⇑v✳
⇐ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛rt✐❡ ❞❡ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ✭❞é❥à ♣r♦✉✈é❡✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ❧❡ ❧❡♠♠❡ s✉✐✲
✈❛♥t ✿ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❡t t ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ v t❡❧ q✉❡
⇓t →∗ ⇑v ❡t v ❡st ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ✭❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞✉ ❚❤é♦rè♠❡ ■✳✺✳✸✮✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❛❧♦rs ♣r♦❝é❞❡r ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r t ✿
✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ✿ ⇓λx.t −−−−→
⇓▲❛♠
⇑λx.t ❡t ❡♥ ❡✛❡t λx.t ⇓ λx.t ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ (▲❛♠) ❀
✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ ⇓(t u) −−−→
⇓❆♣♣
(⇓t) u✳ P❛r ❧❡ ❧❡♠♠❡✱ s✐ t ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡
❢❛✐❜❧❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ λx.t′ ✭r❛♣♣❡❧♦♥s q✉❡ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ❝❧♦s✮✱ t❡❧ q✉❡ ⇓t →∗ ⇑λx.t′✳
❉❡ ♣❧✉s✱ t ⇓ λx.t′ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧♦rs (⇑λx.t′) u −−−→
⇑❆♣♣
⇓t′{x := u} ❡t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t
s✐♠✐❧❛✐r❡ ✭❧❡♠♠❡ ❡t ✐♥❞✉❝t✐♦♥✮ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ rè❣❧❡ (❆♣♣)✳ ❙✐ t ♦✉
t′{x := u} ♥✬❛ ♣❛s ❞❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡st tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ✈r❛✐
✭♥♦✉s ♥✬❛tt❡✐❣♥♦♥s ♣❛s ✉♥ t❡r♠❡ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ⇑v✮✳

✶✸✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ♣ré❝é❞❡♥t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✜❞è❧❡♠❡♥t à ❧❛ str❛té❣✐❡
❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡✱ ❝❛r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉✐✈r❛
✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s✳
❱✳✷✳✸ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ T (·) ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❞❛♥s ❧❡s
rés❡❛✉①✱ q✉✐ ❡st très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✻✳ ◆♦✉s r❡♣rés❡♥✲
t♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s t❡r♠❡s ♣❛r ❧❡✉r ❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡✱ ♦ù ♥♦✉s ❣r♦✉♣♦♥s ❡♥s❡♠❜❧❡ ♣❧✉s✐❡✉rs
♦❝❝✉rr❡♥❝❡s ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts c ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧❛ ❝♦♣✐❡✮ ❡t ❧❡s ❧✐♦♥s à ❧❡✉r
♥÷✉❞ λ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ✭❝❡❝✐ ❡st ♣❛r❢♦✐s ❞és✐❣♥é s♦✉s ❧❡ ♥♦♠ ❞✬✉♥ ❜❛❝❦♣♦✐♥t❡r✮✳ ▲❡s ♥÷✉❞s ♣♦✉r
❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡t ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts λ ❡t a r❡s♣❡❝t✐✈❡♠❡♥t✳ ❈❡s ❛❣❡♥ts ♦♥t tr♦✐s ♣♦rts✱
❡t ❧❡✉r ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ t❡r♠❡✳
❉❛♥s ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❛
❣❛✉❝❤❡ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✈❡rs ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❡st t♦✉❥♦✉rs ♣♦ss✐❜❧❡✳
■❝✐✱ ❛✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t tr❛❞✉✐ts ❡♥ rés❡❛✉① ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❬▲❛❢✾✼✱ ▲✐♣✵✷❜❪ ❛✈❡❝ ✉♥ ♣♦rt
♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧✐❜r❡✱ ❛♣♣❡❧é ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ rés❡❛✉✱ ❡t é✈❡♥t✉❡❧❧❡♠❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❧✐❜r❡s✱
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞✉ t❡r♠❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s s❡r♦♥t tr❛❞✉✐ts ❡♥
♣❛q✉❡ts ❬▲❛❢✾✼✱ ▲✐♣✵✷❜❪✳ ▲❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s ❞❡ t❡r♠❡s s♦♥t ❞♦♥❝ ❞❡s rés❡❛✉① ré❞✉✐ts✱ ❡t q✉❡❧q✉❡
❝❤♦s❡ ❞❡✈r❛ ❞é❝❧❡♥❝❤❡r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❱❛r✐❛❜❧❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥s✐❞ér♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ✭❧❡s t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts
s❡r♦♥t tr❛✐tés ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✹✮✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s tr❛❞✉✐t❡s ❡♥ t❛♥t q✉❡
t❡❧❧❡s✳ ❊❧❧❡s s♦♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t r❡♣rés❡♥té❡s ♣❛r ❞❡s ❛rêt❡s ❡♥tr❡ ❧❡✉r ❧✐❡✉r ❡t ❧❡✉r ♦❝❝✉rr❡♥❝❡
❣r♦✉♣é❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ T (t u) ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ t u ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥ ❛❣❡♥t a ❞✬❛r✐té
✷ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❣❛✉❝❤❡ ✭❛♣♣❡❧é
♣♦rt ❢♦♥❝t✐♦♥✮ ❡st r❡❧✐é à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T (t) ❡t ❧❡ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞r♦✐t ✭♣♦rt ❛r❣✉♠❡♥t✮ ❡st
r❡❧✐é à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T (u)✳ ❙✐ t ❡t u ♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❡♥ ❝♦♠♠✉♥✱ ❛❧♦rs ❞❡s ❛❣❡♥ts c
✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❛ ❝♦♣✐❡✮ ❧❡s r❡❣r♦✉♣❡♥t ❞❡✉① à ❞❡✉① ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡
❝❤❛q✉❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐❜r❡ ❛♣♣❛r❛✐ss❡ ♣❛r♠✐ ❧❡s ♣♦rts ❧✐❜r❡s ✭✉♥ s❡✉❧ r❡❣r♦✉♣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ t②♣❡
❡st r❡♣rés❡♥té s✉r ❧❛ ✜❣✉r❡✮✳
T (t) T (u)
✒✑
✓✏
a
✻
· · · · · ·
◗
◗
✑
✑
✒✑
✓✏
c
❅  
❄
❆❜str❛❝t✐♦♥✳ P♦✉r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱ T (λx.t) ❡st ♦❜t❡♥✉❡ ❡♥ ✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ✉♥ ❛❣❡♥t λ✱ ❡t ❡♥
r❡❧✐❛♥t s✐♠♣❧❡♠❡♥t s♦♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞r♦✐t ✭❛♣♣❡❧é ♣♦rt ❝♦r♣s✮ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T (t) ❡t s♦♥
❱✳✷✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✶✸✺
♣♦rt ❣❛✉❝❤❡ ✭♣♦rt ✈❛r✐❛❜❧❡✮ ❛✉ ♣♦rt ✉♥✐q✉❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x ❞❛♥s T (t)✳ ❙✐ x ♥✬❛♣♣❛r❛ît
♣❛s ❞❛♥s t✱ ❛❧♦rs ❧❡ ♣♦rt ❣❛✉❝❤❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t λ ❡st ❝♦♥♥❡❝té à ❧✬❛❣❡♥t ǫ ✭❡✛❛❝❡♠❡♥t✮✳
✻
✒✑
✓✏
λ
T (t)
◗◗
· · ·
♦r
✻
✒✑
✓✏
λ
T (t)
◗◗
· · ·
✒✑
✓✏
ǫ
  ✒
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♥♦✉s r❡♣rés❡♥t♦♥s ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ très ♥❛t✉r❡❧❧❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧
♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡s ❜♦ît❡s✳ ❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❡st q✉❡✱ ❡♥ r❛✐s♦♥
❞✉ ❧✐❡♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❡♥tr❡ ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t s♦♥ ❛❣❡♥t λ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t✱ ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❡st ❣r❛t✉✐t❡✱
❝♦♠♠❡ ❝✬❡st s♦✉✈❡♥t ❧❡ ❝❛s ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❣r❛♣❤✐q✉❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✳ ❏✉sq✉✬✐❝✐✱ ♥♦✉s
❛✈♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ✐♥tr♦❞✉✐t ❧❡s ❛❣❡♥ts λ ❡t a ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t str✐❝t❡♠❡♥t ❛✉ λ✲❝❛❧❝✉❧✱ ❛✐♥s✐ q✉❡
❧❡s ❛❣❡♥ts ǫ ❡t c ♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ✭❡t s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ✿ ♥♦✉s ♥❡
✈♦✉❧♦♥s ♣❛s ❝❛❝❤❡r ❞❡s ❛s♣❡❝ts ❛✉ss✐ ✐♠♣♦rt❛♥ts✮ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❘❡♠❛rq✉♦♥s
❡♥ ♦✉tr❡ q✉❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❡❧❧❡ ❡st ❡♥
❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✱ q✉❡❧❧❡s q✉❡ s♦✐❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠✐s❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t
✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧✐❜r❡✱ r❡❧✐é à ❧❛ r❛❝✐♥❡✳
❚❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s✳ P♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❥❡t♦♥
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❛♥s ♥♦s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❞♦♥♥❡r ✉♥❡
tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s✳ ◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❞♦♥❝ ❞❡✉① ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❣❡♥ts ✉♥❛✐r❡s ⇓
❡t ⇑✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ ❡♥r✐❝❤✐ ⇓t ❡st ❧❡ rés❡❛✉ s✉✐✈❛♥t✱ ♥♦té T (⇓t) ♦✉ ⇓T (t)✳
T (t)
✻
✒✑
✓✏
⇓
❄
▲❡ rés❡❛✉ T (⇑t) ✭é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦té ⇑T (t)✮ s✬♦❜t✐❡♥t ❞❡ ♠❛♥✐èr❡ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ❡♥ r❡♠♣❧❛ç❛♥t
❧✬❛❣❡♥t ⇓ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ⇑✱ ❞♦♥t ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❡st ❞✐r✐❣é ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
⇑T (t) ❡st t♦✉❥♦✉rs ✉♥ rés❡❛✉ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡✳
❱✳✷✳✹ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❛ ❞②♥❛♠✐q✉❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡✱ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r✲
❛❝t✐♦♥✳
❘è❣❧❡s ❧✐♥é❛✐r❡s
▲❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❡♥t ❞✬❛✉ss✐ ♣rès q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✷✳ ▲❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ λ✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❞✉ rés❡❛✉ s♦✉s ❧✉✐ ❡st t❡r♠✐♥é❡✱ ❡t ✐❧ ♣❡✉t ❝♦♠♠❡♥❝❡r à r❡♠♦♥t❡r ✿
✶✸✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
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◆♦✉s ♣r♦✜t♦♥s ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r❡♠✐èr❡ rè❣❧❡ ♣♦✉r r❛♣♣❡❧❡r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥t t♦✉✲
❥♦✉rs ✉♥ ♥♦♠ ✐♠♣❧✐❝✐t❡ ✿ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❡st ♥♦té❡ ⇓ ⊲⊳ λ✱ ❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛r
❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ♥♦té❡ ==⇒
⇓⊲⊳λ
✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥t ❧❡ s②♠❜♦❧❡ ❞❡ têt❡ ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞✬❛❜♦r❞ é✈❛❧✉❡r
s♦♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❣❛✉❝❤❡✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ ❢❛✉t ❞é♣❧❛❝❡r ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✈❡rs ❧❡ ♣♦rt ❢♦♥❝✲
t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❖♥ r❡♥♦♠♠❡ ❛✉ss✐ ❧✬❛❣❡♥t a ❡♥ @✱ q✉✐ r❡♣rés❡♥t❡ ❡♥❝♦r❡ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱
♠❛✐s ❞♦♥t ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♥❡ ♣♦✐♥t❡ ♣❧✉s ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡ ♠❛✐s ✈❡rs ❧❛ ❣❛✉❝❤❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡
❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡✈✐❡♥❞r❛✳
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❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛❣❡♥t ⇑ r❡✈✐❡♥t à ✉♥ ❛❣❡♥t @ ❛♣rès ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ré✉ss✐❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲
t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s s❛✈♦♥s ❛✈❡❝ ❝❡rt✐t✉❞❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ λ ❥✉st❡ s♦✉s ❧✬❛❣❡♥t ⇑✱ ❡t ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
❞♦✐t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳ ❆ ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s✱ ❝❡❧❛ ♣r❡♥❞ ❞❡✉① ét❛♣❡s ✿
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■❧ ♥♦✉s ❢❛✉t ✉♥❡ ét❛♣❡ ♣♦✉r ❞é❣❛❣❡r ❧❡ ❝❤❡♠✐♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts @ ❡t λ✱ ❡t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ♣♦✉r
r❡❧✐❡r ❧❡ ♣♦rt ✈❛r✐❛❜❧❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t λ ❛✉ ♣♦rt ❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t @✱ ❝❡ q✉✐ ✐♥✐t✐❡ ❧❛ s✉❜st✐t✉✲
t✐♦♥✱ ❡t ♣♦✉r r❡♠❡ttr❡ ✉♥ ❛❣❡♥t ⇓ ♣♦✉r ❝♦♥t✐♥✉❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ ♥♦♠✱ @⇓✱ ♣♦✉r r❡♣rés❡♥t❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉✐ ❝❛❝❤❡ ✉♥ ❥❡t♦♥
❱✳✷✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✶✸✼
❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❝❡ q✉✬✐❧ s♦✐t ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬✉♥✐❝✐té ❞✉ ❥❡t♦♥ ❡st ❝♦♥s❡r✈é❡✳ ❊♥ ❜r❡❢✱ ♥♦✉s
s✉✐✈♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡✱ s❛✉❢ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞❡ ❞❡✉① ét❛♣❡s ❛✉ ❧✐❡✉
❞✬✉♥❡✳ ▲❡ ❝÷✉r ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❛ ❞♦♥❝ s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛tr❡ rè❣❧❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡t ❛✉❝✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❜♦ît❡s✳
❖♥ ♣❡✉t r❡♠❛rq✉❡r q✉❡✱ ♣♦✉r ❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ❧✬❛❣❡♥t ⇑ ♥✬❡st ♣❛s très ✉t✐❧❡✱ ❡t ♣♦✉rr❛✐t êtr❡
s✉♣♣r✐♠é✳ ❈✬❡st ♣♦✉rt❛♥t ❧❛ ❝❧❡❢ ❞❡ ❧❛ ❣é♥ér❛❧✐té ❞❡ ♥♦tr❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s
♣♦✉r ❧❡s ❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s✳ ❖♥ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ♥♦t❡r q✉❡ s✉♣♣r✐♠❡r ❧✬❛❣❡♥t ⇑ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ré❝✉rs✐♦♥ t❡r♠✐♥❛❧❡✱ ❡t q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❢♦✉r♥✐t ✉♥ ❜♦♥ ❝❛❞r❡ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡
♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❝❡ t②♣❡ ❞✬♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✱ ❡♥tr❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ✐♥❞✉❝t✐✈❡ ❞✬✉♥❡ str❛té❣✐❡ ❡t s♦♥
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ ♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡✳
❈♦♣✐❡ ❡t ❡❢❢❛❝❡♠❡♥t
▲❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡ t②♣✐q✉❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❧❡s
❛❣❡♥ts ǫ✱ c ❡t δ✳ ▲✬❛❣❡♥t ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ δ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ♣♦✉r ❞✉♣❧✐q✉❡r ❧❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❝♦♠♠❡
❡①♣❧✐q✉é ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳ ▲✬❛❣❡♥t ǫ ❡✛❛❝❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t ❡t s❡ ♣r♦♣❛❣❡ s❡❧♦♥ ❧❡ s❝❤é♠❛ s✉✐✈❛♥t
✭♦ù α r❡♣rés❡♥t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t✮ ✿
✒✑
✓✏
ǫ
✒✑
✓✏
α
❄
✻
  ❅· · ·
=⇒ ✒✑
✓✏
ǫ
❄
· · · ✒✑
✓✏
ǫ
❄
❖♥ r❡♠❛rq✉❡ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r q✉❡ s✐ ❧✬❛❣❡♥t α ❡st 0✲❛✐r❡ ✭❝❡ q✉✐ ❡st ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ǫ✮✱ ❧❡ rés❡❛✉
❞❡ ❞r♦✐t❡ ❡st ✈✐❞❡✳ ▲✬❛❣❡♥t ǫ ❡st ❞♦♥❝ r❡s♣♦♥s❛❜❧❡ ❞✉ ❣❧❛♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ✭❣❛r❜❛❣❡ ❝♦❧❧❡❝t✐♦♥✮✳ ■❧
② ❛ ❞❡✉① r❡♠❛rq✉❡s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s à ❢❛✐r❡ à ❝❡ s✉❥❡t✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ ❧❡ ❣❧❛♥❛❣❡ ❞❡ ❝❡❧❧✉❧❡s ❡st ❝♦♠♣❧❡t
✭✈♦✐r ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✸✮✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✱ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t q✉❡
s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ❝❧♦s ❣râ❝❡ ❛✉ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞✉
λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♦ù ✐❧ ❡st s♦✉✈❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞✬é✈❛❧✉❡r ✉♥ rés❡❛✉ ✭❝❡ q✉✐
♣❡✉t ♥❡ ♣❛s t❡r♠✐♥❡r✮ ❛✈❛♥t ❞❡ ♣♦✉✈♦✐r ❧✬❡✛❛❝❡r✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ❧❡s ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❛✈❡❝ ǫ ♥❡ s♦♥t
❥❛♠❛✐s ♥é❝❡ss❛✐r❡s ♣♦✉r ♣❡r♠❡ttr❡ ❛✉ ❥❡t♦♥ ❞❡ ♣r♦❣r❡ss❡r✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s
s♦♥t ❧✐❜r❡s ❞✬✐❣♥♦r❡r s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s s♦✉s✲rés❡❛✉① ❞é❝♦♥♥❡❝tés ❝♦♥t❡♥❛♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts ǫ ♦✉ ❞❡ ❧❡s
❡✛❛❝❡r ❞✬✉♥ ❜❧♦❝✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ❧✬❛❣❡♥t c ❞✉♣❧✐q✉❡ t♦✉t ❛❣❡♥t q✉✬✐❧ r❡♥❝♦♥tr❡✳ P♦✉r ❞✉♣❧✐q✉❡r ✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱
♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ δ q✉✐ ❞✉♣❧✐q✉❡ ❛✉ss✐ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t✱ ♠❛✐s q✉✐
s✬❛rrêt❡ q✉❛♥❞ ✐❧ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t δ✳ ❈❡ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡st r❡♥❞✉ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣❛r ❧❡ ❜❛❝❦✲
♣♦✐♥t❡r ❞❡s ❛❣❡♥ts λ✱ q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ❢❛✐t q✉❡ ❧❡s λ s♦♥t ❞❡s ❧✐❡✉rs✳ ❯♥ ❛❣❡♥t c ♥✬✐♥t❡r❛❣✐r❛
❞♦♥❝ ❥❛♠❛✐s ❛✈❡❝ ✉♥ ❛✉tr❡ ❛❣❡♥t c ✭♠❛✐s ç❛ ♣❡✉t êtr❡ ❧❡ ❝❛s ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t δ✮✳ ■❝✐✱ α r❡♣rés❡♥t❡
♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t s❛✉❢ λ✳
✶✸✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✒✑
✓✏
α
 · · ·❅
✒✑
✓✏
c
❅  
✻
❄ =⇒
✒✑
✓✏
α ✒✑
✓✏
α
✒✑
✓✏
c ✒✑
✓✏
c· · ·
❄ ❄
✻ ✻
 
  
❅
❅❅
✒✑
✓✏
λ
  ❅
✒✑
✓✏
c
❅  
✻
❄ =⇒
✒✑
✓✏
λ ✒✑
✓✏
λ
✒✑
✓✏
δ ✒✑
✓✏
δ
❄ ❄
✻ ✻
 
  
❅
❅❅
▲✬❛❣❡♥t δ ❞✉♣❧✐q✉❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t✱ s❛✉❢ ❧✉✐✲♠ê♠❡✳ ❙✬✐❧ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ❧✉✐✲♠ê♠❡✱ ✐❧
s✬❛♥♥✐❤✐❧❡✳ ■❝✐✱ α r❡♣rés❡♥t❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❛❣❡♥t s❛✉❢ δ✳
✒✑
✓✏
α
 · · ·❅
✒✑
✓✏
δ
❅  
✻
❄ =⇒
✒✑
✓✏
α ✒✑
✓✏
α
✒✑
✓✏
δ ✒✑
✓✏
δ· · ·
❄ ❄
✻ ✻
 
  
❅
❅❅
✒✑
✓✏
δ
✻
✒✑
✓✏
δ
❄
❅ 
❅  
=⇒
❱✳✷✳✺ Pr♦♣r✐étés
▲❡s rés✉❧t❛ts ❝❧❛ss✐q✉❡s s✉r ❧❡s ♣❛q✉❡ts ❬▲❛❢✾✼✱ ▲✐♣✵✷❜❪ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡s ❞❡✉① ♣r♦✲
♣r✐étés s✉✐✈❛♥t❡s ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✸
✕ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs ✿
T (t)
✻
✒✑
✓✏
ǫ
❄
=⇒∗ ♥ 
 
✭♦ù ❧❡ ♠❡♠❜r❡ ❞r♦✐t ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ r❡♣rés❡♥t❡ ❧❡ rés❡❛✉ ✈✐❞❡✮✳
✕ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❛❧♦rs ✿
T (t)
✻
✒✑
✓✏
c
❅  
❄
=⇒∗
T (t)
✻
T (t)
✻
❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡ ⇓T (t)✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ré❞❡① ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ❞❡s
❛❣❡♥ts c✱ δ ♦✉ ǫ✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✹
❙✐ ⇓T (t) =⇒∗ N ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s N ✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ⇓✱ ⇑ ♦✉ @⇓✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s✳ 
❱✳✸✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✶✸✾
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✺
t ⇓ v ⇐⇒ ⇓T (t) =⇒∗ ⇑T (v)
Pr❡✉✈❡✳ ■❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉✐✈❡♥t ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✷ ✭❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✸ ♣♦✉r ❧❡s s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡s✮✱ ❛❧♦rs ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✷ ♣❡r♠❡t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡✳ 
❱✳✸ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣t❡r ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
♣ré❝é❞❡♥t❡ à ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✳ ◆♦✉s s✉✐✈♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ♦r❣❛♥✐s❛t✐♦♥ q✉❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✱ ❡♥
♠♦♥tr❛♥t s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥ ❛✉ss✐ t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t s✉♣♣♦sés
❝❧♦s✳
▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♣♦✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s ❝❧♦s ❡st ❞é✜♥✐❡ ✐♥❞✉❝t✐✈❡♠❡♥t ♣❛r ❧✬❡♥✲
s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✺✳✷✮ ✿
λx.t ⇓ λx.t
t ⇓ λx.t′ u ⇓ v′ t′{x := v′} ⇓ v
t u ⇓ v
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞ér✐✈❡r ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬✉♥❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳ ❱♦✐❝✐ ❞♦♥❝ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ✿
⇓λx.t → ⇑λx.t
⇓(t u) → (⇓t) u
(⇑t) u → t (⇓u)
(λx.t) (⇑u) → ⇓(t{x := u})
▲❡ rô❧❡ ❞❡ ⇑ ❡st ✐❝✐ ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡ q✉✬❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ✿ q✉❛♥❞ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st é✈❛❧✉é❡✱ ❧❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st tr❛♥s❢éré à ❧✬❛r❣✉♠❡♥t✳ ❊♥s✉✐t❡✱ q✉❛♥❞ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❡st
é✈❛❧✉é✱ ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ❡✛❡❝t✉é❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été s✐♠✐❧❛✐r❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛✉ss✐ s✐♠✐❧❛✐r❡✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✸✳✶
t ⇓ v ⇐⇒ ⇓ t→∗ ⇑ v
▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❧é❣èr❡♠❡♥t ♠♦❞✐✜é❡s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❡ s②stè♠❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡
t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❛ ✜♥✐ s♦♥ é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❡✛❡❝t✉♦♥s ♣❧✉s ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥
✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès✳ ❆✉ ❧✐❡✉ ❞❡ ❝❡❧❛✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s à é✈❛❧✉❡r ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ✿
✒✑
✓✏
@
❅  
✠
✒
✒✑
✓✏
⇑
=⇒ ✒✑
✓✏
@′
❅❅ 
❘
✒✑
✓✏
⇓
❄
✶✹✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
◆♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥t ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ @′ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞✬❛tt❡♥❞r❡ q✉❡
❧✬❛r❣✉♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ s♦✐t é✈❛❧✉é✳ ◗✉❛♥❞ ✐❧ ❧✬❡st✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s s❛✈♦♥s à ♥♦✉✈❡❛✉ ❛✈❡❝ ❝❡r✲
t✐t✉❞❡ q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥ λ à ❣❛✉❝❤❡✱ ❞♦♥❝ q✉❡ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s tr❛♥s❢♦r♠❡r ❝❡t ❛❣❡♥t ❡♥ @⇓ ♣♦✉r
♣❡r♠❡ttr❡ à ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬❛✈♦✐r ❧✐❡✉ ✿
✒✑
✓✏
@′
❅❅ 
❘
✒✑
✓✏
⇑
■
=⇒ ✒✑
✓✏
@⇓
❅ ✠
▲❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✭❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❡st ❛❞❛♣té❡ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t✮ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✸✳✷
t ⇓ v ⇐⇒ ⇓T (t) =⇒∗ ⇑T (v)
P♦✉r rés✉♠❡r✱ ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ s✬❛❞❛♣t❡ très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ à ❧✬❛♣♣❡❧
♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡rt❛✐♥s tr❛✈❛✉① ❛♥tér✐❡✉rs ❬▲✐♣✵✷❛❪✳ ❈❡ s②stè♠❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st
très ✜❞è❧❡ à ❝❡ q✉✬✉♥❡ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❢❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱
❧✬❛❣❡♥t ⇑ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❝♦♥trô❧❡r ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❞✬✉♥❡
♠❛♥✐èr❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✳
P❛r❛❧❧é❧✐s♠❡
◆❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t✱ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞✬é✈❛❧✉❡r ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❡t ❧✬❛r❣✉♠❡♥t
❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡♥ ♣❛r❛❧❧è❧❡ ❀ ❝✬❡st ❝❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❞✐s❝✉t❡r ❜r✐è✈❡♠❡♥t ✐❝✐✳ P♦✉r ❣❛r❞❡r
❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s s②♥❝❤r♦♥✐s❡r s✉r ❧❡ ♥÷✉❞ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡s ❞❡✉①
é✈❛❧✉❛t✐♦♥s s♦♥t ❛❝❝♦♠♣❧✐❡s✳ ▲❡ s②stè♠❡ ❡st ♦❜t❡♥✉ à ♣❛rt✐r ❞❡s ♠ê♠❡s rè❣❧❡s q✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s✱
s❛✉❢ q✉❡ ♥♦✉s r❡♠♣❧❛ç♦♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ⇓ ⊲⊳ a ♣❛r ✿
✒✑
✓✏
a
❅ 
✻
✒✑
✓✏
⇓
❄ =⇒
✒✑
✓✏
@′
❅❅  
❘
✒✑
✓✏
⇓
❄
✒✑
✓✏
⇓
❄
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ❞❛♥s ❝❡ s②stè♠❡✱ ✐❧ ❡st ❡♥❝♦r❡ ❝❧❛✐r q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t ⇑ ❡st ✐♥✉t✐❧❡ ✿ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥
❜❡s♦✐♥ ré❡❧ ❞❡ s②♥❝❤r♦♥✐s❡r ❧❡s ❞❡✉① é✈❛❧✉❛t✐♦♥s✱ ❡t ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❡✉t s❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ♠ê♠❡ s✐
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛r❣✉♠❡♥t ♥✬❡st ♣❛s ❡♥❝♦r❡ ❛❝❝♦♠♣❧✐❡✳
▼❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ ❛✈❡❝ ❝♦♥trô❧❡ séq✉❡♥t✐❡❧
❡t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ✭❛✈❡❝ ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✉♥✐q✉❡✮ ♣❛r❝❡ q✉✬❡❧❧❡ ❡st ✈r❛✐♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡ ❞✬✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st très ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ✐♠♣❧❛♥t❛❜❧❡ s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡ ❡t ♥✬❛ ♣❛s
❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡①t❡r♥❡ ♣♦✉r ❣ér❡r ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞❡ ♣❛✐r❡s ❛❝t✐✈❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝❡tt❡ ✈❡rs✐♦♥
❡st ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❣é♥ér❛❧✐s❡r à ❞✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❧❡ ✈❡rr♦♥s ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s
s✉✐✈❛♥t❡s✳
❱✳✹✳ ❚❡r♠❡s ♦✉✈❡rts ✶✹✶
❱✳✹ ❚❡r♠❡s ♦✉✈❡rts
P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝♦♠♣❧ét✉❞❡ ❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♠♦♥tr♦♥s ❝♦♠♠❡♥t tr❛✐t❡r ❞❡s t❡r♠❡s
♦✉✈❡rts✳ ■❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥❡ ❞✐✣❝✉❧té✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ ✐❞é❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡✳ ▲❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ❢❛✐t❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛✲
♥✐èr❡ ♠♦❞✉❧❛✐r❡ ✿ ♥♦✉s ❞✐s♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t ❝❡ q✉✐ ❞❡✈r❛✐t êtr❡ ❛❥♦✉té ♦✉ ❝❤❛♥❣é ❛✉① ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s
❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❝❧♦s ♣♦✉r tr❛✐t❡r ❞❡s t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts✳
▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♦✉✈❡rts ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠
♦✉ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ❡st ❢❛✐t❡ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❛✉ s②stè♠❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s ✿
x ⇓ x
t ⇓ x u1 . . . un
t u ⇓ x u1 . . . un u
❖✉✱ ❞❛♥s ✉♥ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ✭❡♥ ❝♦♥s❡r✈❛♥t ❧❡s ❛✉tr❡s rè❣❧❡s✮ ✿
⇓x → ⇑x
(⇑x) u → ⇑(x u)
(⇑(v w)) u → ⇑(v w u)
❊♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡st ❝❧❛✐r q✉❡ ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ✈♦♥t ❞❡✈♦✐r
✐♥t❡r❛❣✐r ❛✈❡❝ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❧✉s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❡r ♣❛r ✉♥ s✐♠♣❧❡
✜❧✳
❙✐ ♦♥ ❛♣♣❧✐q✉❡ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✸ à ✉♥ t❡r♠❡ t ❛✈❡❝ ❢✈(t) = {x1, . . . , xn}✱ ♦♥
♦❜t✐❡♥t ✉♥ rés❡❛✉ ❛✈❡❝ n ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s ❧✐❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à x1, . . . , xn ✭♦ù ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s ♦♥t été r❡❣r♦✉♣é❡s ♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts c ✐♥tr♦❞✉✐ts ❞❛♥s ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞❡s
❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s✮✳ ❖♥ ❝♦♠♣❧èt❡ ❛❧♦rs ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t n ❛❣❡♥ts v s✉r ❧❡s ♣♦rts ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s
❧✐❜r❡s✱ ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ✿
T (t)
✒✑
✓✏
v
✻
✒✑
✓✏
v
✻
· · ·
x1 xn
❱❛r✐❛❜❧❡s✳ P♦✉r rés✉♠❡r✱ s✐ t ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡✱ ❛❧♦rs T (t) ❡st ❥✉st❡ ✉♥ ✜❧ ✭à ❣❛✉❝❤❡✮✳ ❙✐
❡❧❧❡ ❡st ❧✐❜r❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs T (t) ❡st ✉♥ ❛❣❡♥t v ✭à ❞r♦✐t❡✮✳
✒✑
✓✏
v
✻
▲❡s s②stè♠❡s ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r s♦♥t ♦❜t❡♥✉s ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t ❧❡s
❞❡✉① rè❣❧❡s s✉✐✈❛♥t❡s✱ ♦ù ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥t −⇑ q✉✐ ❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡
q✉❡ ⇑ ♠❛✐s q✉✐ s❡ s♦✉✈✐❡♥t q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ s♦✉s ❧✉✐ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x t1 . . . tn ❡t ♣❛s λx.t✳ ❈✬❡st
❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥s ❜✐♥❛✐r❡s q✉✐ ♥♦✉s ♦❜❧✐❣❡ à ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ t❡❧ ❛❣❡♥t✳
✶✹✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✒✑
✓✏
v
✻
✒✑
✓✏
⇓
❄ =⇒
✒✑
✓✏
v
✻
✒✑
✓✏
−⇑
✻
✒✑
✓✏
@
❅  
✠
✒
✒✑
✓✏
−⇑
=⇒
✒✑
✓✏
a
❅ 
✻
✒✑
✓✏
−⇑
✻
❊♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ss✐ é❧✐♠✐♥❡r ✉♥ −⇑ ❛♣♣❛r❛✐ss❛♥t à ❞r♦✐t❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛✲
t✐♦♥✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ −⇑ ❡st r❡❞♦♥❞❛♥t ❛✈❡❝ ⇑✱ ❞♦♥❝ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❧❛ ♠ê♠❡ ✿
✒✑
✓✏
@′
❅❅ 
❘
✒✑
✓✏
−⇑
■
=⇒ ✒✑
✓✏
@⇓
❅ ✠
❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ♣❡✉t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❛rr✐✈❡r q✉❡✱ ❛✉ ❝♦✉rs ❞❡ ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✱
✉♥ ❛❣❡♥t δ r❡♥❝♦♥tr❡ ✉♥ ❛❣❡♥t v✳ ❆❧♦rs✱ ❝❡t ❛❣❡♥t ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❛tt❡✐♥t✱ ♠❛✐s ✐❧ ❡st ♣❧✉s sûr ❞❡
❧❡ r❡tr❛♥s❢♦r♠❡r ❡♥ ❛❣❡♥t c ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ s✐ ❧✬♦♥ ✈♦✉❧❛✐t ré✉t✐❧✐s❡r ❝❡ rés❡❛✉✮ ✿
✒✑
✓✏
δ
 ❅
❄
✒✑
✓✏
v
✻
=⇒
✒✑
✓✏
c
  ❅❅
❄
✒✑
✓✏
v
✻
✒✑
✓✏
v
✻
❯♥ rés✉❧t❛t s✐♠✐❧❛✐r❡ ❡st ❛❧♦rs ♦❜t❡♥✉ ✭♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ♦✉✈❡rt ❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r
♦✉✈❡rt✮ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✹✳✶
t ⇓ v ⇐⇒ (⇓T (t) =⇒∗ ⇑T (v) ♦✉ −⇑T (v))
❱✳✺ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❝♦♥t✐♥✉♦♥s à ❝♦♠❜❧❡r ❧❡ ❢♦ssé ❡♥tr❡ str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s ❡t rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❡t à ♣❧é❜✐s❝✐t❡r ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s ✉♥✐❢♦r♠❡ ♣♦✉r ❞é❝r✐r❡ ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞✉ λ✲
❝❛❧❝✉❧✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té
✭✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✺✳✷ ❡t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮ ❞❛♥s ❧❡ st②❧❡ ❞❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳ ❊♥ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥
❛✈❡❝ ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ♥♦✉s ❛♠é❧✐♦r♦♥s ❧❡ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ❝❛♣❛❝✐té ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❞❛✈❛♥✲
t❛❣❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ✉♥ ❛s♣❡❝t ♠❛❥❡✉r ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❉✉ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡
❞❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ✉♥✐❢♦r♠❡ ❡t ❡♥t✐è✲
r❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✹✸
ét❡♥❞♦♥s ♠ê♠❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡t ❞♦♥♥♦♥s ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ ✭✈♦✐r
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✻✮ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ❧❛ r❡♥❞❛♥t ❛✐♥s✐ ♣❧✉s ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡t ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐❜❧❡
q✉❡ ❞❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s ❬❲❛❞✼✶✱ ❙❲✵✺❪✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ♥♦✉s ét❛❜❧✐ss♦♥s ✉♥ r❛♣♣♦rt
❛✈❡❝ ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❡ ▲❛♥❣ ❬▲❛♥✾✽❪✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣♦✉rr❛✐t ♣❛s êtr❡ ❢❛✐t ❛✉ss✐ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t s❛♥s ♥♦tr❡
❝❛❞r❡✳ P♦✉r r❡♠❡ttr❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡ ❛❞éq✉❛t✱ ✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡✱ ❛❧♦rs
q✉❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❡st ♣❧✉s ♦✉ ♠♦✐♥s ❞❡✈❡♥✉ ✉♥ st❛♥❞❛r❞ ♣♦✉r ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s ❞❡s
❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ♥❡ ❧✬❡st ♣❛s✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡ q✉✬✐❧ ❡st ✐♠♣♦rt❛♥t ❞✬❛♠é❧✐♦r❡r ♥♦tr❡ ❝♦♠♣ré❤❡♥s✐♦♥
❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳ ◆♦tr❡ tr❛✈❛✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ❛✉ss✐ ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥ ♣❛s ❡♥ ❛✈❛♥t ✐♠♣♦rt❛♥t ♣♦✉r
♠✐❡✉① ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ❝❡ ♥❡ s♦✐t ♣❛s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✐♠♠é❞✐❛t❡✳
❉❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✱ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s s♦♥t ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱
❛✈❡❝ ✉♥ ❛❣❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❛♣♣❡❧é ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳ ▲❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é❝❧❡♥❝❤é❡s ♣❛r ❧❡
❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❣❛r❛♥t✐ss❡♥t q✉✬✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ✉♥✐q✉❡ ❞✉
❥❡t♦♥✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❉✬✉♥ ❛✉tr❡ ❝ôté✱ ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞❡s
rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✐♠♣♦s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s r❡str✐❝t✐♦♥s ❛✜♥ ❞✬❛ss✉r❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t
♣❧✉s ♥é❝❡ss❛✐r❡s s✐ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❞é❝❧❡♥❝❤é❡s ♣❛r ✉♥ ❥❡t♦♥ ✉♥✐q✉❡✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥ ❛✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❢♦♥t✱ ❝♦♠♠❡ ❡①♣❧✐q✉é ❞❛♥s
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺✱ ❡t ♥♦✉s ❛❞♦♣t♦♥s ❧❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❞✬❆❧❡①✐❡✈ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ♣♦rts
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s ❬❆❧❡✾✾❪✱ ❛♣♣❡❧és ♣❧✉s s✐♠♣❧❡♠❡♥t rés❡❛✉①✳ P✉✐sq✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❞✐r✐❣é❡
♣❛r ✉♥ ✉♥✐q✉❡ ❥❡t♦♥✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st t♦✉❥♦✉rs ❡♥t✐èr❡♠❡♥t ❞ét❡r♠✐♥✐st❡✳ ❯♥ ❛s♣❡❝t ✐♠♣♦rt❛♥t
❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ ❡st ❞♦♥❝ ❛✉ss✐ ❞✬✐❧❧✉str❡r ❝♦♠♠❡♥t ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣❡✉t
êtr❡ ❛ss♦✉♣❧✐❡ s❛♥s ♣❡r❞r❡ ❧❡s ♣r♦♣r✐étés ✐♠♣♦rt❛♥t❡s✱ t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❝♦♥tr✐❜✉é à ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❡①t❡♥s✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ s❡♥s ❞❛♥s ❬❙▼✵✺❪✱ ♦rt❤♦❣♦♥❛❧❡ à ❝❡❧❧❡ q✉❡ ♥♦✉s
♣rés❡♥t♦♥s ✐❝✐✱ ❡t q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ ❞ét❛✐❧❧❡r♦♥s ♣❛s ❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❞❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✳
▲✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛r ❲❛❞s✇♦rt❤ ❬❲❛❞✼✶❪✳ ▲✬✐❞é❡ ❡st r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥✲
t✉✐t✐✈❡ ✿ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞♦✐t êtr❡ é✈❛❧✉é s❡✉❧❡♠❡♥t s✬✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❡t ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ✐❧ ♥❡
❞♦✐t êtr❡ é✈❛❧✉é q✉✬✉♥❡ s❡✉❧❡ ❢♦✐s✳ ▲❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❡st s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡
❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❣r❛♣❤❡✱ t♦✉t❡❢♦✐s ✐❧ ② ❛ ❡✉ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡♥t❛t✐✈❡s ♣♦✉r ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❝❡tt❡ ✐❞é❡ ❞❡
❞✐✛ér❡♥t❡s ♠❛♥✐èr❡s ✿ ❞❡s sé♠❛♥t✐q✉❡ ♦♣ér❛t✐♦♥♥❡❧❧❡s à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ♦♥t
été ❞♦♥♥é❡s ✐♥❞é♣❡♥❞❛♠♠❡♥t ❞❛♥s ❬▲❛✉✾✸❪ ❡t ❬❙■✾✻❪ ❀ ❞❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s à ♣❡t✐ts ♣❛s ❜❛sé❡s
s✉r ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s ♦♥t été ♣rés❡♥té❡s ❞❛♥s ❬❆❋▼+✾✺✱ ❆❋✾✼✱ ▼❖❲✾✽❪✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❝❡s
❛♣♣r♦❝❤❡s✱ ♥♦tr❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❡st ♣✉r❡♠❡♥t ❣r❛♣❤✐q✉❡✱ r❡♥❞❛♥t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ♦❜❥❡ts
❧❛ str❛té❣✐❡ ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✉t✐❧✐sé❡ ❞❛♥s ❬❲❛❞✼✶❪✳ P♦✉r ♣r♦✉✈❡r ❧❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡✱
♥♦✉s ♥♦✉s ré❢ér♦♥s à ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❞✉❡ à ▲❛✉♥❝❤❜✉r②✱ à ♣❛rt✐r
❞❡ ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❞ér✐✈♦♥s ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ r❛✲
❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡ ❞❡s tr❛✈❛✉① ♣ré❝é❞❡♥ts✱ ❡t ♠✐❡✉① ❛❞❛♣té❡ à ♥♦s ❜❡s♦✐♥s✱ ❡♥ s✉✐✈❛♥t ❧❛
♠ê♠❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s❡❝t✐♦♥s ♣ré❝é❞❡♥t❡s✳
❱✳✺✳✶ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s
▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✭♦✉ ♣❛r❡ss❡✉s❡✮ ❛ été ✐♥tr♦❞✉✐t❡ ♣❛r ❲❛❞s✇♦rt❤ ❬❲❛❞✼✶❪
s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ❣r❛♣❤✐q✉❡✳ P♦✉r ❢❛❝✐❧✐t❡r ❧❡ r❛✐s♦♥♥❡♠❡♥t q✉❛♥t à ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
♣❛r❡ss❡✉s❡✱ ▲❛✉♥❝❤❜✉r② ❧✬❛ ❡①♣r✐♠é❡ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ✭♦✉ à ❣r❛♥❞s
♣❛s✮ ❬▲❛✉✾✸❪✳ ❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ✉♥❡ ✈❛r✐❛♥t❡ ❞❡ ❝❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ q✉✐ ❡st
✶✹✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❧é❣èr❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ❧❛ s❡❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✱ ♥♦✉s ♣rés❡♥t♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t ❧❛ ❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥
♦r✐❣✐♥❛❧❡ ❞❡ ▲❛✉♥❝❤❜✉r② ❡t ♣r♦✉✈♦♥s ❧✬éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s ❞❡✉① sé♠❛♥t✐q✉❡s✳
▲❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ Γ✱ ∆✱ Θ✮ s♦♥t ❞❡s ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s✱
❞❡ s✉♣♣♦rt ✭♦✉ ❞♦♠❛✐♥❡✮ ✜♥✐✳ ❖♥ ♣❡✉t ❞♦♥❝ s✬❛✉t♦r✐s❡r à ❧❡s ♥♦t❡r ❡♥ ❡①t❡♥s✐♦♥✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡
(x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn)✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❞é✜♥✐❡ s✉r ❞❡s ❝♦✉♣❧❡s ❞✬✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❞✬✉♥
t❡r♠❡✱ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ : t✳ ❙✐ x ∈ ❢✈(t) ❡st ❛✉ss✐ ❞❛♥s ❧❡ s✉♣♣♦rt ❞❡ Γ✱ ❛❧♦rs ♦♥ ❞✐t q✉❡ x ❡st ✉♥❡
✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ❞❛♥s Γ : t✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❧✐❡✉r ❣❧♦❜❛❧✳
❙✐ t♦✉s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ✭♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♦✉ ♣❛r ✉♥❡ λ✲❛❜str❛❝t✐♦♥✮ ❞❛♥s ✉♥ ❝♦✉♣❧❡ Γ : t
s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ♦♥ ❞✐r❛ q✉❡ Γ : t ❡st ❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦♠♠é✳
❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t ❛✉① ❝❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❡✉t ♠♦❞✐✲
✜❡r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❝♦♠♠❡ ❡✛❡t s❡❝♦♥❞❛✐r❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ q✉❛♥❞ ✉♥❡ ✈❛❧❡✉r ❡st ❝❛❧❝✉❧é❡
♣♦✉r ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r ❡st st♦❝❦é❡ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ♣♦✉r é✈✐t❡r ✉♥ ♣♦ss✐❜❧❡ r❡❝❛❧✲
❝✉❧ s✐ ❡❧❧❡ ❡st r❡q✉✐s❡ ♣❧✉s✐❡✉rs ❢♦✐s✳ ▲✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ❞é✜♥✐❡ ♣♦✉r ❧❡s ❝♦✉♣❧❡s Γ : t
❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦♠♠és ❡t ❝❧♦s ✭s✐ t ❛ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s✱ ❡❧❧❡s ❞♦✐✈❡♥t êtr❡ ❞❛♥s ❧❡ ❞♦♠❛✐♥❡ ❞❡
Γ✮✳ ▲❡s ❥✉❣❡♠❡♥ts ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s♦♥t ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ Γ : t ⇓ ∆ : v✱ q✉✐ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧❡ t❡r♠❡ t ❞❛♥s
❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ s✬é✈❛❧✉❡ ❡♥ ❧❛ ✈❛❧❡✉r v ❛✈❡❝ ❧❡ ♥♦✉✈❡❧ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ∆✱ ❝♦♠♠❡ ❞é✜♥✐ ♣❛r
❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t ✭vˆ ❡st ✉♥ t❡r♠❡ α✲éq✉✐✈❛❧❡♥t à v ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ t♦✉t❡s
❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ♦♥t été r❡♥♦♠♠é❡s ❡♥ ✈❛r✐❛❜❧❡s ❢r❛î❝❤❡s✱ ✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ■✳✸✮✳
▲❛♠
Γ : λx.t ⇓ Γ : λx.t
Γ : t ⇓ ∆ : λx.t′ (∆, x 7→ u) : t′ ⇓ Θ : v
❆♣♣
Γ : t u ⇓ Θ : v
Γ : t ⇓ ∆ : v
❱❛r
(Γ, x 7→ t) : x ⇓ (∆, x 7→ v) : vˆ
❈❡tt❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞❡ ❝❡❧❧❡ ❞❡ ❬▲❛✉✾✸❪ ✭✈♦✐r ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✷✮✳ ▲❛ ❞✐✛ér❡♥❝❡
♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❡st q✉❡ ♥♦✉s ♥❡ s✉♣♣♦s♦♥s ♣❛s q✉❡ ❧❡s t❡r♠❡s s♦♥t ♣ré❝♦♠♣✐❧és ❞❛♥s ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝
❧❡ts✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❡s ❝❧ôt✉r❡s s♦✐❡♥t ❞é❥à ❡①♣❧✐❝✐t❡s✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ♣❧✉tôt ❣é♥ér❡r ✉♥❡ ♥♦✉✈❡❧❧❡
❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ ❞❛♥s ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ❆♣♣ ✭q✉✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ❧❛ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡ ♣♦✉r ❝❡tt❡ ❛ss♦❝✐❛t✐♦♥✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s ❛✉❝✉♥
❜❡s♦✐♥ ❞❡ ré❛❧✐s❡r ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ✿ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❣râ❝❡ à ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳ ◆♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥
❡st ❞♦♥❝ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡ ✿ ✐❧ ② ❛ tr♦✐s rè❣❧❡s ❛✉ ❧✐❡✉ ❞❡ q✉❛tr❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛✉❝✉♥ ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❝❛❧❝✉❧
❛✈❡❝ ❧❡ts ✭❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ré❝✉rs✐✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr❛✐té❡s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♣♦✐♥t ✜①❡ st❛♥❞❛r❞ ❞✉
λ✲❝❛❧❝✉❧✮✳ ❊❧❧❡ ❡st ❛✉ss✐ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ✉t✐❧✐s❡r ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ r❡❧❛t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡
s✉r t♦✉s ❧❡s t❡r♠❡s✱ ♣❛s s❡✉❧❡♠❡♥t s✉r ❞❡s t❡r♠❡s ♣ré❝♦♠♣✐❧és✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♥♦tr❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❡st
éq✉✐✈❛❧❡♥t❡ à ❝❡❧❧❡ ❞❡ ▲❛✉♥❝❤❜✉r②✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥ ❧❡ ♠♦♥tr❡r❛ à ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✷✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡
q✉❡ ❝✬❡st ❜✐❡♥ ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❡t ♥♦✉s ♣❡r♠❡t ❞✬✉t✐❧✐s❡r ❧✐❜r❡♠❡♥t ❧❡s
rés✉❧t❛ts ❞❡ ❬▲❛✉✾✸❪ ❛✉ ❜❡s♦✐♥✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ rè❣❧❡
❱❛r s❡✉❧❡♠❡♥t ♣♦✉r s✬❛ss✉r❡r q✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s r❡st❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ✭❡t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r
q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st ❜✐❡♥ ❞é✜♥✐❡✮ ✿
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✹✺
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶
❙✐ Γ : t ❡st ❝❧♦s ❡t ❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦♠♠é ❡t s✐ Γ : t ⇓ ∆ : v✱ ❛❧♦rs ∆ : v ❡st ❝❧♦s ❡t
❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦♠♠é✳
Pr❡✉✈❡✳ Pr❡✉✈❡ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ♦✉ ❜✐❡♥ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✷ ❡t ❞❡ ❬▲❛✉✾✸❪✳ 
❱✳✺✳✷ ❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❞❡s sé♠❛♥t✐q✉❡s à ❣r❛♥❞s ♣❛s
◆♦✉s r❛♣♣❡❧♦♥s ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❞❡ ▲❛✉♥❝❤❜✉r② ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❬▲❛✉✾✸❪
❡t ♣r♦✉✈♦♥s s♦♥ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ❛✈❡❝ ❧❛ ✈❡rs✐♦♥ s✐♠♣❧✐✜é❡ ♣rés❡♥té❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✳ ❈❡tt❡
s❡❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ♣♦✉r ❧❛ s✉✐t❡ ❞✉ ❝❤❛♣✐tr❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✷
Λ❧❡t ❡st ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡ts✱ ❞é✜♥✐s ♣❛r ✿
t, u ::= x | λx.t | t x
| ❧❡t x = u ✐♥ t x ✭s✐ x 6∈ ❢✈(t)✮
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✸
▲❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ (·)∗ : Λ→ Λ❧❡t ❡st ❞é✜♥✐❡ ♣❛r ✿
x∗ = x
(λx.t)∗ = λx.(t∗)
(t u)∗ =
{
(t∗) u s✐ u ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱
❧❡t x = u ✐♥ t x s✐♥♦♥ ✭x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✹
▲❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❞❡ ▲❛✉♥❝❤❜✉r② ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❡st ♥♦té❡ ⇓L ❡t ❡st
❞é✜♥✐❡ s✉r Λ❧❡t ❝♦♠♠❡ s✉✐t✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s s♦♥t s✉♣♣♦sé❡s ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡s✳
▲❛♠L
Γ : λx.t ⇓L Γ : λx.t
Γ : t ⇓L ∆ : λy.t
′ ∆ : t′{y := x} ⇓L Θ : v
❆♣♣L
Γ : t x ⇓L Θ : v
Γ : t ⇓L ∆ : v
❱❛rL
(Γ, x 7→ t) : x ⇓L (∆, x 7→ v) : vˆ
(Γ, x 7→ u) : t ⇓L ∆ : v
▲❡tL
Γ : ❧❡t x = u ✐♥ t ⇓L ∆ : v
✶✹✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
▲❡s t❡r♠❡s ❞❡ Λ❧❡t ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s✳ ❉✬❛❜♦r❞✱ s✐ Γ : t ❡st
❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦♠♠é ❡t Γ : t ⇓L ∆ : v✱ ❛❧♦rs ∆ : v ❡st ❞✐st✐♥❝t❡♠❡♥t ♥♦♠♠é ❬▲❛✉✾✸❪✳
❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ ✐❧ s✉✣t ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥ ❞❛♥s ❧❛ s❡✉❧❡ rè❣❧❡ ❱❛rL ♣♦✉r ❣❛r❞❡r t♦✉t❡s ❧❡s
✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s ❞✐st✐♥❝t❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ♣♦✉r t♦✉t t ∈ Λ❧❡t✱ s✐ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t ❡st ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥
u v✱ ❛❧♦rs v ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✱ ❡t s✐ ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ t ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ❧❡t x = u ✐♥ v✱ ❛❧♦rs
v = w x ❛✈❡❝ x 6∈ ❢✈(w)✳ ■❧ ❡st ❢❛❝✐❧❡ ❞❡ ✈♦✐r q✉❡ ❧❛ ❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ (·)∗ ✐♠♣♦s❡ ❝❡s ♣r♦♣r✐étés ❡t
q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ⇓L ❧❡s ♣rés❡r✈❡✱ ❝❡ q✉✐ ❥✉st✐✜❡ ❧❡s ❞é✜♥✐t✐♦♥s ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❝❡❧❧❡✲❝✐ ✿
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✺
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ (·)◦ : Λ❧❡t → Λ ♣❛r ✿
x◦ = x
(λx.t)◦ = λx.(t◦)
(t x)◦ = t◦ x
(❧❡t x = u ✐♥ t x)◦ = t◦ u◦
▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✻
❈♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ ❡t ❞é❝♦♠♣✐❧❛t✐♦♥ s♦♥t ✐♥✈❡rs❡s ✭♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ✿
✕ (·)◦ ◦ (·)∗ = ✐❞Λ
✕ (·)∗ ◦ (·)◦ = ✐❞Λ❧❡t
Pr❡✉✈❡✳ ❈❧❛✐r✳ 
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❜❡s♦✐♥ ❞✉ ❧❡♠♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t ✿
▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✼
❙✐ x ❡st ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❢r❛î❝❤❡ ✭♣♦✉r Γ : t✮ ❡t u ❡st ✉♥ Λ❧❡t✲t❡r♠❡✱ ❛❧♦rs Γ : t ⇓L ∆ : v s✐ ❡t
s❡✉❧❡♠❡♥t s✐ (Γ, x 7→ u) : t ⇓L (∆, x 7→ u) : v✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈❧❛✐r✳ 
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s (·)∗ ❡t (·)◦ ❛✉① ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts ❡t ❛✉① ❝♦✉♣❧❡s Γ : t ❞❡ ❧❛ ❢❛ç♦♥ é✈✐❞❡♥t❡✳
◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❛✉ss✐ ❧❡s r❡❧❛t✐♦♥s ⇓ ❡t ⇓L ❛✈❡❝ ❧❡✉rs ❢♦♥❝t✐♦♥s ❛ss♦❝✐é❡s✳ ◆♦✉s s♦♠♠❡s ❞és♦r✲
♠❛✐s ❡♥ ♣♦s✐t✐♦♥ ❞✬ét❛❜❧✐r ❧❡ t❤é♦rè♠❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❞❡ ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✳
❚❤é♦rè♠❡ ❱✳✺✳✽
⇓ ❡t ⇓L s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥t❡s ✭♠♦❞✉❧♦ α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s s✉✐✈❛♥t ✿
✕ ⇓ = (·)◦ ◦ ⇓L ◦ (·)∗
✕ ⇓L= (·)∗ ◦ ⇓ ◦ (·)◦
Pr❡✉✈❡✳ ●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✻✱ ❧❡s ❞❡✉① ♣♦✐♥ts s♦♥t éq✉✐✈❛❧❡♥ts✳ ◆♦✉s ❞é✈❡❧♦♣♣♦♥s s❡✉❧❡♠❡♥t
❧❡ ❝❛s ❞✐✣❝✐❧❡✳ ❙✉♣♣♦s♦♥s Γ : t u ⇓ Θ : v ❡t ♠♦♥tr♦♥s q✉❡ (Γ : t u)∗ ⇓L Θ′ : v′ ❛✈❡❝ (Θ′ : v′)◦ =
Θ : v✳ P❛r ❧❛ rè❣❧❡ ❆♣♣✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ∆✱ r t❡❧s q✉❡ Γ : t ⇓ ∆ : λx.r ❡t (∆, x 7→ u) : r ⇓ Θ : v✳
P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ∆′✱ t′ t❡❧s q✉❡ (Γ : t)∗ ⇓L ∆′ : t′ ✭✶✮ ❡t (∆′ : t′)◦ = ∆ : λx.r✳ P❛r
❧❛ ❉é✜♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✺✱ ✐❧ ❡①✐st❡ r′ t❡❧ q✉❡ t′ = λx.r′ ✭✷✮✳ ●râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✻✱ ∆′ = ∆∗ ❡t
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✹✼
r′ = r∗ ✭✸✮✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡♥❝♦r❡✱ ✐❧ ❡①✐st❡ Θ′✱ v′ t❡❧s q✉❡ ((∆, x 7→ u) : r)∗ ⇓L Θ′ : v′ ✭✹✮ ❡t
(Θ′ : v′)◦ = Θ : v ✭✺✮✳ ▲❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ s✉✐✈❛♥t❡ ❡t ❧❡ ❢❛✐t ✭✺✮ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ ❝♦♥❝❧✉r❡ ❝❡ ❝❛s✳ ▲❡s
❞❡✉① ❛✉tr❡s ❝❛s s♦♥t ❢❛❝✐❧❡s✳
(1) + (2)
Γ∗ : t∗ ⇓L ∆
′ : λx.r′
✭❱✳✺✳✼✮
(Γ∗, y 7→ u∗) : t∗⇓L (∆
′, y 7→ u∗) : λx.r′
(4)
(∆∗, x 7→ u∗) : r∗ ⇓L Θ
′ : v′
(3)
(∆′, x 7→ u∗) : r′ ⇓L Θ
′ : v′
(=α)
(∆′, y 7→ u∗) : r′{x := y} ⇓L Θ
′ : v′
(❆♣♣L)
(Γ∗, y 7→ u∗) : t∗ y ⇓L Θ
′ : v′
(▲❡tL)
Γ∗ : ❧❡t y = u∗ ✐♥ t∗ y ⇓L Θ
′ : v′
✭❱✳✺✳✸✮
(Γ : t u)∗ ⇓L Θ
′ : v′

❱✳✺✳✸ ❙é♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s
❯♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❢♦✉r♥✐t ✉♥❡ ❞❡s❝r✐♣t✐♦♥ ❞❡ ❤❛✉t ♥✐✈❡❛✉ ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ♦❜s❡r✈❛❜❧❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞✬✉♥❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡
Γ : t ⇓ ∆ : v✱ ♠❛✐s ❞❛♥s ❧✬❛r❜r❡ ❞❡ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ ❝❡tt❡ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥✱ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡
❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡✳ ▲❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❡❧❧❡✲♠ê♠❡ ❡①♣r✐♠❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ r❡❧❛t✐♦♥ ❡♥tr❡
✉♥ t❡r♠❡ ❞✬❡♥tré❡ ❡t ✉♥ rés✉❧t❛t✳ ❉❛♥s ❧❡s ❙❡❝t✐♦♥s ❱✳✺✳✹ ❡t ❱✳✺✳✺✱ ♥♦✉s ❞é❝r✐r♦♥s ✉♥❡ ✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❯♥ rés✉❧t❛t ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ♥❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡r❛✐t ♣❛s s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ♣rét❡♥❞r❡ q✉❡
❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ s✉✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♣♦✉rr❛✐t ② ❛✈♦✐r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❞❛♥s
❧❛ ♠❛♥✐èr❡ ❞♦♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts s♦♥t ♦❜t❡♥✉s q✉✐ ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ♦❜s❡r✈é❡s ❞❛♥s ❧❡ rés✉❧t❛t
❧✉✐✲♠ê♠❡✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❝♦ï♥❝✐❞❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ ❡♥ ❝❡ q✉✐ ❝♦♥❝❡r♥❡
❧❡s ✈❛❧❡✉rs ♦❜t❡♥✉❡s✱ ❞♦♥❝ ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✸ s❛t✐s❢❡r❛✐t ✉♥❡ t❡❧❧❡ ♣r♦♣r✐été✳ ❈✬❡st
♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ✉♥❡ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ q✉✐ ❡st ❞ér✐✈é❡
❞❡ ❧❛ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞s ♣❛s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ s②sté♠❛t✐q✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ❡st é✈✐❞❡♥t q✉❡ ❧❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✉ s②stè♠❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ❛✉① ❜r❛♥❝❤❡s ❞❡ ❞é❞✉❝t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ à ❣r❛♥❞s
♣❛s✳ ❈❡❝✐ ❢❛❝✐❧✐t❡r❛ é❣❛❧❡♠❡♥t ❧❛ ♣r❡✉✈❡ ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥✳
◆♦✉s ❡♥r✐❝❤✐ss♦♥s ❞♦♥❝ ❧❛ s②♥t❛①❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❛✈❡❝ ❧❡s s②♠❜♦❧❡s ⇓ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t à ❧✬é✈❛✲
❧✉❛t✐♦♥✮ ❡t ⇑ ✭❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ r❡t♦✉r ❞❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s
❞é✜♥✐ss♦♥s ❧✬❡♥s❡♠❜❧❡ ❞❡s t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
e ::= ⇓Γ t | ⇑Γ t | x Z⇒ e | C[e]
♦ù t r❡♣rés❡♥t❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ Γ ✉♥ ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✱ x ✉♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t C[ ] ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ à ✉♥ tr♦✉
s✉r ❧❡s λ✲t❡r♠❡s✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❞é✜♥✐r ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ s✉✐✈❛♥t s✉r ❧❡s t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s ✿
(⇓▲❛♠) ⇓Γ λx.t → ⇑Γ λx.t
(⇓❆♣♣) ⇓Γ (t u) → (⇓Γ t) u
(⇑❆♣♣) (⇑Γ λx.t) u → ⇓(Γ,x 7→u) t
(⇓❱❛r) ⇓(Γ,x 7→t) x → x Z⇒ ⇓Γ t
(⇑❱❛r) x Z⇒ ⇑Γ v → ⇑(Γ,x 7→v) vˆ
✶✹✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❈✬❡st ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ st❛♥❞❛r❞ ✿ ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡st ré❛❧✐sé❡ ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t
❡t ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛✉t♦r✐sé❡ ❞❛♥s ♥✬✐♠♣♦rt❡ q✉❡❧ ❝♦♥t❡①t❡✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ♣❡t✐ts ♣❛s
❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡r❛ ❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✵✳ ❉✬❛✉tr❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s à
♣❡t✐ts ♣❛s ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✐♥❝❧✉❡♥t ❬❆❋▼+✾✺✱ ❆❋✾✼✱ ▼❖❲✾✽❪✳ ▲❛ ♥ôtr❡ ❡st r❛❞✐❝❛❧❡✲
♠❡♥t ❞✐✛ér❡♥t❡✱ ❡t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✳ ▲❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❞♦♥s ❧❡
✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡✱ t❛♥❞✐s q✉❡ ❧❡s tr❛✈❛✉① ❝✐tés ❝♦♥str✉✐s❡♥t ❞❡s
❝♦♥t❡①t❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛st✉❝✐❡✉① ♣♦✉r r❡str❡✐♥❞r❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ❝♦❞❡♥t ❧❡s ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥ts
s♦✉s ❢♦r♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ ♣❡✉ ♥❛t✉r❡❧❧❡✳
❯♥ ❛✉tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❝♦♠♣❛r❛✐s♦♥ ❡st ❛✈❡❝ ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s t❡❧❧❡s q✉❡ ❧❛ ♠❛❝❤✐♥❡ ❞❡
❑r✐✈✐♥❡ ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❬❈ré✾✵❪✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✳ ◆♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ♣r♦❝❤❡
❞❡ ❝❡s tr❛✈❛✉①✱ ❜✐❡♥ q✉❡ ♣❧✉s ❛❜str❛✐t❡✳ ▼❛✐s ❝❡ q✉✐ ♥♦✉s ✐♥tér❡ss❡ s✉rt♦✉t✱ ❝✬❡st q✉✬❡❧❧❡ ❛
❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧❡ ❞❡❣ré ❞✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛❞❛♣té à ♥♦s ❜❡s♦✐♥s✳
❆ ♥♦tr❡ ❝♦♥♥❛✐ss❛♥❝❡✱ ❝✬❡st ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❢♦✐s q✉✬❡st ❞♦♥♥é❡ ✉♥❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ à ♣❡t✐ts ♣❛s
❛✉ss✐ s✐♠♣❧❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✳ ▲❡s ♣rés❡♥t❛t✐♦♥s à ♣❡t✐ts ♣❛s ❤❛❜✐t✉❡❧❧❡s ✉t✐❧✐s❡♥t ♣❧✉tôt
❞❡s rè❣❧❡s ✐♥❞✉❝t✐✈❡s ❛✉t♦r✐s❛♥t ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ ❝♦♥t❡①t❡s✱ ❡t ♣❛r
❝♦♥séq✉❡♥t ♥❡ ❞♦♥♥❡♥t ♣❛s ✉♥ st❛t✉t ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ♥♦tr❡
♣rés❡♥t❛t✐♦♥✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❝r✉❝✐❛❧ ♣♦✉r ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ❊♥ ✉♥ s❡♥s✱
♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ ❡♥tr❡ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡ à ♣❡t✐ts ♣❛s ✭q✉✐ sé♣❛r❡
❛✉t❛♥t q✉❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t str❛té❣✐❡✮ ❡t ❧❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ✭q✉✐ ♣❡✉✈❡♥t ✉t✐❧✐s❡r ❞❡s
str✉❝t✉r❡s ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❝♦♠♣❧❡①❡s✮✳ ◆♦✉s ❛♣♣❡❧♦♥s ❝❡tt❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❛ss❛❣❡
❞❡ ❥❡t♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✳
P♦✉r é✈❛❧✉❡r t ❞❛♥s ✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ Γ✱ ♥♦✉s ❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ⇓Γ t✳ ❊♥
❣é♥ér❛❧✱ s✐ Γ ♥✬❡st ♣❛s ❞é✜♥✐ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❞❡ t✱ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡♥ ❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥é❝❡ss✐té ❞❡ Γ : t ♣❡✉t é❝❤♦✉❡r✳ ❈❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ✐❝✐ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❛rt❛♥t ❞❡ ⇓Γ t q✉✐ t❡r♠✐♥❡
s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥r✐❝❤✐ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ⇑∆ u✳ ❙✐ t ❡st ❝❧♦s✱ ❝❡ q✉✐ ❡st ❣é♥ér❛❧❡♠❡♥t
s✉♣♣♦sé✱ ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r Γ ✈✐❞❡ s❛♥s ❞❛♥❣❡r✳
❈❡ s②stè♠❡ ✈ér✐✜❡ ❧✬✐♥✈❛r✐❛♥t ❢♦rt s✉✐✈❛♥t ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✾
❙✐ ⇓Γ t→
∗ u✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ⇓∆ ♦✉ ⇑∆ ❞❛♥s u ✭♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥∆✮✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ♣❛r ❝❛s s✉r ❧❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
❉❛♥s ❧❛ rè❣❧❡ ⇑❱❛r✱ v ❡st ❝♦♣✐é ♠❛✐s ♥✬❛ ♣❛s ❞✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ⇓ ♦✉ ⇑ ♣❛r ❧✬❤②♣♦t❤ès❡ ❞✬✐♥❞✉❝t✐♦♥✳

❈♦♠♠❡ ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✐♠♣❧✐q✉❡ t♦✉❥♦✉rs ✉♥ ⇓Γ ♦✉ ⇑Γ✱ ✐❧ ② ❛ ❞♦♥❝ t♦✉❥♦✉rs ❛✉ ♣❧✉s ✉♥ ré❞❡①
❞❛♥s ✉♥ t❡r♠❡ ♦❜t❡♥✉ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ⇓Γ t ❡t ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t
r❡♥❞✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ s②♥t❛①✐q✉❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✵
Γ : t ⇓ ∆ : v ⇐⇒ ⇓Γ t→
∗ ⇑∆ v
Pr❡✉✈❡✳ ▲❡s ❞❡✉① ✐♠♣❧✐❝❛t✐♦♥s s♦♥t s②sté♠❛t✐q✉❡s✳
⇒ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ ❞ér✐✈❛t✐♦♥ ✿
✕ ▲❛♠ ✿ Γ : λx.t ⇓ Γ : λx.t ❡t ❡♥ ❡✛❡t ⇓Γ λx.t −−−−→
⇓▲❛♠
⇑Γ λx.t✳
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✹✾
✕ ❆♣♣ ✿ s✐ Γ : t u ⇓ Θ : v✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ t′ ❡t ∆ t❡❧s q✉❡ Γ : t ⇓ ∆ : λx.t′ ❡t
(∆, x 7→ u) : t′ ⇓ Θ : v✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ ⇓Γ t →
∗ ⇑∆ λx.t
′ ❡t ⇓(∆,x 7→u) t
′ →∗ ⇑Θ v✱
❞♦♥❝ ✿ ⇓Γ (t u) −−−→
⇓❆♣♣
(⇓Γ t) u→
∗ (⇑∆ λx.t
′) u −−−→
⇑❆♣♣
⇓(∆,x 7→u) t
′ →∗ ⇑Θ v✳
✕ ❱❛r ✿ s✐ (Γ, x 7→ t) : x ⇓ (∆, x 7→ v) : vˆ✱ ❛❧♦rs Γ : t ⇓ ∆ : v✳ ❉♦♥❝ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱
⇓Γ t →
∗ ⇑∆ v✱ ❡t ✜♥❛❧❡♠❡♥t ✿ ⇓(Γ,x 7→t) x −−−→
⇓❱❛r
(x Z⇒ ⇓Γ t) →
∗ (x Z⇒ ⇑∆ v) −−−→
⇑❱❛r
⇑(∆,x 7→v) vˆ✳
⇐ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ str✉❝t✉r❡❧❧❡ s✉r ❧❡ t❡r♠❡ t ✿
✕ ❆❜str❛❝t✐♦♥ ✿ ⇓Γ λx.t −−−−→
⇓▲❛♠
⇑Γ λx.t ❡t ❡♥ ❡✛❡t Γ : λx.t ⇓ Γ : λx.t ♣❛r (▲❛♠)✳
✕ ❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s ⇓Γ (t u)→
∗ ⇑Θ v✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥❝ ⇓Γ (t u) −−−→
⇓❆♣♣
(⇓Γ t) u→
∗
⇑Θ v✳ ▲❡ rés✉❧t❛t ✜♥❛❧ ♥✬❡st ♣❧✉s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❧❛ rè❣❧❡ ⇑❆♣♣ ❡st ❧❛ s❡✉❧❡ q✉✐ ♣❡✉t
ré❛❧✐s❡r ❝❡❧❛✳ ❉♦♥❝ ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✈♦✐r ⇓Γ t→
∗ ⇑∆ λx.t
′ ♣♦✉r ❝❡rt❛✐♥s ∆ ❡t t′✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
Γ : t ⇓ ∆ : λx.t′ ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳ ❆❧♦rs (⇑∆ λx.t
′) u −−−→
⇑❆♣♣
⇓(∆,x 7→u) t
′ →∗ ⇑Θ v✱ ❞♦♥❝
(∆, x 7→ u) : t′ ⇓ Θ : v ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ❡t Γ : t u ⇓ Θ : v ♣❛r ❧❛ rè❣❧❡ (❆♣♣)✳
✕ ❱❛r✐❛❜❧❡ ✿ s✉♣♣♦s♦♥s ⇓(Γ,x 7→t) x −−−→
⇓❱❛r
(x Z⇒ ⇓Γ t) →
∗ ⇑(∆,x 7→v) vˆ✳ ▲❛ ❞❡r♥✐èr❡ rè❣❧❡
❛♣♣❧✐q✉é❡ ❞♦✐t êtr❡ (x Z⇒ ⇑∆ v) −−−→
⇑❱❛r
⇑(∆,x 7→v) vˆ✱ ❞♦♥❝ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ⇓Γ t→
∗ ⇑∆ v
❡t ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ Γ : t ⇓ ∆ : v✳ ●râ❝❡ à (❱❛r)✱ ♥♦✉s ♦❜t❡♥♦♥s (Γ, x 7→ t) : x ⇓ (∆, x 7→
v) : vˆ✳

▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ✜❞è❧❡♠❡♥t à ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥é❝❡ss✐té✳ ❊♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✱ ❝♦♠♠❡ ♣♦✉r ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ❣r❛♥❞s ♣❛s✱ s✐ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s
s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ❞✐st✐♥❝t❡s✱ ❝❡❧❛ ❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✳ ❈❡tt❡ ét❛♣❡ ❡st ❝r✉❝✐❛❧❡✱ ❞❛♥s ❧❛
♠❡s✉r❡ ♦ù ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s✉✐✈r❛ ✜❞è❧❡♠❡♥t ❧❛ sé♠❛♥t✐q✉❡ à ♣❡t✐ts
♣❛s ❝✐✲❞❡ss✉s✳
❱✳✺✳✹ ❈♦❞❛❣❡ ❞❡s t❡r♠❡s
❈✬❡st ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡ ♠ê♠❡ ❝♦❞❛❣❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✸✳ ▲❛ s❡✉❧❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st
q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts c s♦♥t r❡♠♣❧❛❝és ♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts s r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡✱ q✉✐ ♦♥t ❞❡✉① ♣♦rts
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ♥✬❡st ♣❛s ♣♦ss✐❜❧❡ t❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ♥✬❛r✲
r✐✈❡ ♣❛s ♣❛r ❧❡ ❤❛✉t ✭❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✉r❛ ❧❛ r❡s♣♦♥s❛❜✐❧✐té ❞✬❛❝t✐✈❡r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡
❡♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡✮✳ ❈❡❧❛ ❝♦♥tr❛st❡ ❛✈❡❝ ❧❡s ❝♦❞❛❣❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ✭✐♥❝❧✉❛♥t ❝❡✉① ❞❡s ❙❡❝t✐♦♥s ❱✳✷
❡t ❱✳✸✮ ♦ù ✉♥ ❛❣❡♥t st❛♥❞❛r❞ ❡st ❡♠♣❧♦②é✱ ❛✈❡❝ ✉♥ s❡✉❧ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱
❞❡ s♦rt❡ q✉✬✐❧ ♣✉✐ss❡ ❡✛❡❝t✉❡r ❧❛ ❝♦♣✐❡ ✐♠♠é❞✐❛t❡♠❡♥t ❛♣rès ✉♥❡ β✲ré❞✉❝t✐♦♥✳ ▲✬❛❣❡♥t c ❞❡s
❝♦❞❛❣❡s ♣ré❝é❞❡♥ts s❡r❛ ♣r♦❞✉✐t ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺✳ ◆♦✉s
♥❡ ❞♦♥♥♦♥s ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ q✉❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❧❡s ❝❛s ✈❛r✐❛❜❧❡ ❡t ❛❜str❛❝t✐♦♥ s♦♥t str✐❝t❡♠❡♥t
✐❞❡♥t✐q✉❡s ❛✉① ❝❛s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥ts ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✸✳
❆♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ❈♦♠♠❡ ♣ré❝é❞❡♠♠❡♥t✱ ❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t ✉♥
❛❣❡♥t a ❞♦♥t ❧❡ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ♣♦✐♥t❡ ✈❡rs ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ❡t ❞♦♥t ❧❡s ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡s s♦♥t
r❡❧✐és ❛✉① s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s ❝♦♠♠✉♥❡s s♦♥t r❡❣r♦✉♣é❡s ♣❛r ❞❡s ❛❣❡♥ts s
✭r❡♣rés❡♥t❛♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡✮✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts s ♦♥t ❞❡✉① ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♦r✐❡♥tés ✈❡rs ❧❡ ❤❛✉t✱ ❞❡
✶✺✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
s♦rt❡ q✉❡ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ♥❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r❛ ♣❛s ❛✈❛♥t q✉✬✉♥ ❛❣❡♥t ✭❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮ ♥✬❛rr✐✈❡
❞✉ ❤❛✉t✳ ❈❡ s❡r♦♥t ❧❡s s❡✉❧s ❛❣❡♥ts ❞✉ s②stè♠❡ ❛✈❡❝ ♣❧✉s ❞✬✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧✳
T (t) T (u)
✒✑
✓✏
a
✻
· · · · · ·
◗
◗
✑
✑
✒✑
✓✏
s
❅  ✒■
■❝✐ ❛✉ss✐✱ ❧❛ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s λ✲t❡r♠❡s ❡st très s✐♠♣❧❡✱ ❡t s❛♥s ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❜♦ît❡s✳ P♦✉r
❧❡ ♠♦♠❡♥t✱ ♥♦✉s ♥✬❛✈♦♥s q✉❡ q✉❛tr❡ ❛❣❡♥ts ✿ λ ❡t a ♣♦✉r ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❧✐♥é❛✐r❡s ❀ ǫ ❡t s
♣♦✉r ❧❛ ❣❡st✐♦♥ ❞❡ r❡ss♦✉r❝❡s ❡①♣❧✐❝✐t❡✳ ▲❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ♥✬❛ ❛✉❝✉♥❡ ♣❛✐r❡ ❛❝t✐✈❡✱ ❡t ❛
❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥ ♣♦rt ♣r✐♥❝✐♣❛❧ ❧✐❜r❡✱ r❡❧✐é à ❧❛ r❛❝✐♥❡✳
❱✳✺✳✺ ❊✈❛❧✉❛t✐♦♥ ♣❛r ✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✳ ▲❛
❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡♥tr❡ ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❡t ❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✈✐s✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ❡st q✉❡st✐♦♥
❞❡ ♣❛rt❛❣❡✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ❧❛ ♣❛rt✐❡ ❧✐♥é❛✐r❡ ❞❡s rè❣❧❡s ❡st ✐❞❡♥t✐q✉❡ à ❝❡❧❧❡ ❞✉ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡
❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✹✳ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r❛✐s♦♥ ♥♦♥ ♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❣❡r ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t
❧❛ ❝♦♣✐❡ ❡t ❧✬❡✛❛❝❡♠❡♥t s♦♥t ❡✛❡❝t✉és✱ ♥♦✉s r❡♣r❡♥♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✹ ❡t
❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ❝♦♠♣❧é♠❡♥ts✳ ▲❛ ✈r❛✐❡ ❞✐✛ér❡♥❝❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t q✉❛♥❞ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞♦✐t êtr❡
❡✛❡❝t✉é❡✱ ❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉❛♥❞ ✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞♦✐t êtr❡ ❛❝t✐✈é ❡♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡✳
P❛rt❛❣❡
▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡st r❡♣rés❡♥té ♣❛r ❧❡s ❛❣❡♥ts s✳ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ ❛❣❡♥t s✱
❝❡❧❛ s✐❣♥✐✜❡ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ ♣❛rt❛❣é ❡st r❡q✉✐s❡✳ ❈✬❡st ❢❛✐t très s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❡♥
❞❡s❝❡♥❞❛♥t ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ♣❛rt❛❣é✳ ▲✬❛❣❡♥t s ❡st ❛❧♦rs r❡♥♦♠♠é ❡♥ ✉♥
❛❣❡♥t s′ ♦r✐❡♥té ✈❡rs ❧❡ ❜❛s✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ s❡r❛ ♣♦ss✐❜❧❡ q✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ r❡✈✐❡♥❞r❛✳
◆♦✉s ❞❡✈♦♥s ❛✉ss✐ ♥♦✉s r❛♣♣❡❧❡r s✐ ❧❡ ❥❡t♦♥ ✈✐❡♥t ❞❡ ❧❛ ❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❞❡ ❧❛ ❞r♦✐t❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s✱ ❞❡
❢❛ç♦♥ à ❝♦♥t✐♥✉❡r à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♠ê♠❡ ♣♦s✐t✐♦♥✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ✐♥tr♦❞✉✐s♦♥s ❡♥ ❢❛✐t ❧❡s
❛❣❡♥ts s′l ❡t s
′
r✳
✒✑
✓✏
⇓
❘
 ✒
✒✑
✓✏
s
❅❅■
=⇒
✒✑
✓✏
s′l
 ❅
❄
✒✑
✓✏
⇓
❄
✒✑
✓✏
⇓
  
✠
✒
✒✑
✓✏
s
❅■
=⇒
✒✑
✓✏
s′r
 ❅
❄
✒✑
✓✏
⇓
❄
◗✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ r❡✈✐❡♥t à ✉♥ ❛❣❡♥t s′✱ ❛❧♦rs ♥♦✉s ✐♥✐t✐♦♥s ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❣❡♥t c ❡t
♣r♦♣❛❣❡♦♥s ❧❡ ❥❡t♦♥ à ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❞r♦✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é ♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✮✳ ■❧
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✺✶
♥✬❡st ♣❛s ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡ r❡❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ❞❡ ♣r♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❥❡t♦♥ ⇓✮ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❡st ❞é❥à é✈❛❧✉é ✭▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✶✹✮✳ ✭❈❡ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ❧❡ ❝❛s ♣♦✉r ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ ✈♦✐r ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✻✮✳
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✒✑
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⇑
✻
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✒✑
✓✏
c
❄
❅
❘❡♠❛rq✉❡ ❱✳✺✳✶✶
❊♥ r❛✐s♦♥ ❞❡ ♥♦tr❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡t ♣❛r❝❡ q✉❡ ♥♦✉s s✉✐✈♦♥s ✉♥❡ str❛té❣✐❡ ♥♦r♠❛❧❡ ✭♥♦✉s é✈❛❧✉♦♥s
t♦✉❥♦✉rs ❡♥ ♣r❡♠✐❡r ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ ❞❛♥s ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✮✱ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❛tt❡✐♥❞r❛ s♦✉✈❡♥t
✉♥ ❛❣❡♥t s s✉r s♦♥ ♣♦rt ❣❛✉❝❤❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s t♦✉❥♦✉rs ✈r❛✐✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❡
t❡r♠❡ (λx.(λy.λz.z y)xx) (λu.u)✳ ❈✬❡st ♣♦✉rq✉♦✐ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞û ❛❜❛♥❞♦♥♥❡r ❧❛ r❡str✐❝t✐♦♥
❛✉① rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❢♦♥t✳
❈♦♣✐❡ ❡t ❡❢❢❛❝❡♠❡♥t
▲❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❡t ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t s♦♥t ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❡s ♠ê♠❡s q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✹✳
P❛r s♦✉❝✐ ❞❡ ❝❧❛rté✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ǫ ⊲⊳ α ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✹ ❡st ✐❝✐ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r
α ∈ {λ, a,@, ǫ, c, δ, s′′} ✭s′′ ❡st ✐♥tr♦❞✉✐t ❝✐✲❞❡ss♦✉s✮✳
▲✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❡s ❛❣❡♥ts s ❡st✱ q✉❛♥t à ❧✉✐✱ ❛t②♣✐q✉❡✱ ❜✐❡♥ q✉❡ très ♥❛t✉r❡❧✳ ▲✬✐♥t✉✐t✐♦♥ ❡♥
❡st s✐♠♣❧❡♠❡♥t q✉❡ s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❡st ♣❛rt❛❣é ❡t q✉❡ ❧✬✉♥❡ ❞❡s ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s ♥✬❡st ♣❛s ✉t✐❧✐sé❡✱
❛❧♦rs ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡st ✐♥✉t✐❧❡✳ ❉❡ t❡❧❧❡s rè❣❧❡s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s êtr❡ ❞é✜♥✐❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❡t ❝❡tt❡ rè❣❧❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré❡ ❞❛♥s ❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉①✳
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P♦✉r ❧❛ ❝♦♣✐❡✱ ❧❡ s❝❤é♠❛ c ⊲⊳ α ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✹ ❡st ✐❝✐ ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r α ∈ {a, ǫ} ✭λ ❡st
❡①❝❧✉ ❡t ❧❡s ❛✉tr❡s ❝❛s ♥✬❛rr✐✈❡♥t ♣❛s✮✳ ▲❡ s❝❤é♠❛ δ ⊲⊳ α ❡st ✈❛❧❛❜❧❡ ♣♦✉r α ∈ {λ, a,@, ǫ, c}✳
❯♥ ❛❣❡♥t c ❡ss❛✐❡ t♦✉❥♦✉rs ❞❡ ❝♦♣✐❡r ✉♥ s♦✉s✲rés❡❛✉ ❝❧♦s ❡t é✈❛❧✉é✱ ❞♦♥❝ ❧❡s ❛❣❡♥ts c ❡t s ♥❡
s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t ❥❛♠❛✐s ✭♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s ❛✉r❛✐t ❞✬❛❜♦r❞ été ❛❝t✐✈é✱ ✈♦✐r ❧❡ ▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✶✹✮✳
❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ s❡ ♣❡✉t q✉❡ ♥♦✉s ❞❡✈✐♦♥s ❝♦♣✐❡r ✉♥ ❛❣❡♥t s à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝
✉♥ δ✳ ◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ rè❣❧❡ ❣é♥ér✐q✉❡ δ ⊲⊳ α ❛✈❡❝ α = s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s ♣❡✉t
♥❡ ♣❛s êtr❡ ❡♥t♦✉ré ❞✬❛❣❡♥ts δ✱ ❡t ❝❡❧❛ ♣❡✉t ❝❛✉s❡r ✉♥ ✏é❝❤❛♣♣❡♠❡♥t✑ ❞❡s ❛❣❡♥ts δ✱ ❝♦♠♠❡ ♦♥
♣❡✉t ❧❡ ✈♦✐r ❡♥ ré❞✉✐s❛♥t ❧❡ t❡r♠❡ (λx.(λy.y y x) (λz.z x)) (λi.i)✳
◗✉❛♥❞ ✉♥ ❛❣❡♥t δ ✐♥t❡r❛❣✐t ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❣❡♥t s✱ ❧✬❛❣❡♥t s ❡st ✏❛❝t✐✈é✑ ❡♥ ✉♥ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥t s′′ q✉✐
s❡ ❝♦♠♣♦rt❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❛❣❡♥t c ♣❛r❡ss❡✉① ✿ ✐❧ ❡✛❡❝t✉❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ♣❛s ❞❡ ❝♦♣✐❡✱ ❡t r❡❞❡✈✐❡♥t
✶✺✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
✉♥ ❛❣❡♥t s ✭✐❧ s❡ ✏❞és❛❝t✐✈❡✑✮✳ ▼♦r❛❧❡♠❡♥t✱ ❝❡❧❛ é✈✐t❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts s ✿ ♥♦✉s
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◆♦✉s ♥✬❡ss❛②♦♥s ♣❛s ❞❡ ♣rés❡r✈❡r ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥ ✭❧❛ rè❣❧❡ s′′ ⊲⊳ λ
❣é♥èr❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts δ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬❛❣❡♥ts s✮✳ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ♦❜t❡♥✉ ❡st ❞♦♥❝ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r
♥é❝❡ss✐té ❛✉ s❡♥s ❤❛❜✐t✉❡❧ ✭♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❝♦♠♠❡ ❡♥ ❍❛s❦❡❧❧ ❡t ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✮ ✿ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❛ ❧✐❡✉ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❣❧♦❜❛❧✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥✬❡st ♣❛r✲
t❛❣é❡ à ❧✬✐♥tér✐❡✉r ❞✬✉♥❡ ❛❜str❛❝t✐♦♥✳ ❯♥ r❛✣♥❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ ♣♦✐♥t ♠è♥❡r❛ à ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ ✭❢✉❧❧② ❧❛③②✮ ❬❲❛❞✼✶❪ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✻✳
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❉❛♥s ❝❡tt❡ s❡❝t✐♦♥✱ ♥♦✉s ❞♦♥♥♦♥s q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ✿ ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡✲
♠❡♥t ❧❛ ♣rés❡r✈❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ❡t ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✷
▲❡s rè❣❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♣❛rt✐t✐♦♥♥é❡s ❡♥ rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ❛❣❡♥t ⇓✱ ⇑ ♦✉
@⇓✱ ❡t ❡♥ rè❣❧❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s q✉✐ ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ❧❡s ❛❣❡♥ts c✱ s′′✱ δ ♦✉ ǫ✳ ❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝✬❡st
❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ♣❛rt✐t✐♦♥✳ ◆♦✉s ♥♦t♦♥s ==⇒
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♣♦✉r ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ✉♥❡ rè❣❧❡ ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡✳
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❯♥ rés❡❛✉ N ❡st ✈❛❧✐❞❡ s✬✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ λ✲t❡r♠❡ t t❡❧ q✉❡ ⇓T (t) =⇒∗ N ✳
❉és♦r♠❛✐s✱ t♦✉s ❧❡s rés❡❛✉① s♦♥t s✉♣♣♦sés ✈❛❧✐❞❡s✳ ■♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t✱ ✉♥ rés❡❛✉ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à
❧✬❛r❜r❡ ❞❡ s②♥t❛①❡ ❞✬✉♥ t❡r♠❡✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ♥❛t✉r❡❧❧❡ ❞✬♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ rés❡❛✉ ❡t ❞❡
s❡s ❛❣❡♥ts✱ q✉✐ ♣❡✉t êtr❡ r❡♥❞✉❡ ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t ❢♦r♠❡❧❧❡ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❞❡s t②♣❡s ❬▲❛❢✾✵❪✳ ❉❡ ♣❧✉s✱
❝❡tt❡ ♦r✐❡♥t❛t✐♦♥ ❡st ♣rés❡r✈é❡ ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✱ ❛✉ s❡♥s ❧❛r❣❡ ♣♦✉r λ ⊲⊳ @⇓ ✭s✐ α ❡st ❡♥✲❞❡ss♦✉s
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N ❡♥ ♥❡ t♦✉❝❤❛♥t ♣❛s α ❡t β✱ ❛❧♦rs✱ ❞❛♥s N ✱ s♦✐t α ❡st t♦✉❥♦✉rs
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◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ét❛❜❧✐r q✉❡❧q✉❡s ♣r♦♣r✐étés str✉❝t✉r❡❧❧❡s ❞❡s rés❡❛✉① ✈❛❧✐❞❡s✳
▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✶✹
❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✈❛❧✐❞❡ ✿
✶✳ ⇓ ❡t ⇑ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ λ ♦✉ a ❀
✷✳ ⇓ ❡t ⇑ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❛✉✲❞❡ss✉s ❞✬✉♥ @ ❀
✸✳ ⇓ ❡t ⇑ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ s✱ c✱ δ ♦✉ s′′ ❀
✹✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ ⇑✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥ λ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✉✐✱ ❡t ✐❧ ♥❡ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r q✉❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts c
❡♥tr❡ ❧❡s ❞❡✉① ❀
✺✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ s ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞✬✉♥ c✱ ❛❧♦rs ✐❧ ② ❛ ✉♥ λ ❡♥tr❡ ❡✉① ❀
✻✳ s✬✐❧ ② ❛ ✉♥ δ ❡t ✉♥ ⇓ ♦✉ ⇑ ❞❛♥s ❧❛ ♠ê♠❡ ❝♦♠♣♦s❛♥t❡ ❝♦♥♥❡①❡✱ ❛❧♦rs ❝❡ ♣r❡♠✐❡r ❡st
❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❝❡ ❞❡r♥✐❡r✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ ✿ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés s♦♥t ✈r❛✐❡s ♣♦✉r ⇓T (t) ❡t s♦♥t ♣rés❡r✈é❡s ♣❛r
ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❡♥ ✈ér✐✜❛♥t t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s s✐ ❧❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ✐♠♣❧✐q✉és ❞❛♥s ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥✱ ♣❛r ❧❛
r❡♠❛rq✉❡ ❝✐✲❞❡ss✉s s✐♥♦♥✮✳ 
❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ♣❡✉t ② ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ré❞❡① ❛❞♠✐♥✐str❛t✐❢s✱ ❝❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s
❧❡ rés✉❧t❛t s✉✐✈❛♥t✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✺
❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ⇓✱ ⇑ ♦✉ @⇓✱ ❞♦♥❝ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s
✉♥ ré❞❡① ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
Pr❡✉✈❡✳ ❈✬❡st ✈r❛✐ ♣♦✉r ⇓T (t) ❡t t♦✉t❡s ❧❡s rè❣❧❡s ♣rés❡r✈❡♥t ❧❛ ♣r♦♣r✐été✳ 
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✻
▲❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✷✳✸ ❡st ❡♥❝♦r❡ ✈❛❧✐❞❡ ✐❝✐✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥ s✉r ❧❛ str✉❝t✉r❡ ❞❡ t✳ P♦✉r ❧❡ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣♦✐♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✉
❧❡♠♠❡ ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ s✉✐✈❛♥t✱ ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ♣r♦✉✈é ♣❛r ✐♥❞✉❝t✐♦♥✳
✶✺✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
T (t) T (u)
✻ ✻
✒✑
✓✏
δ ✒✑
✓✏
δ
❄ ❄
❅   ❅  
· · · · · ·✒✑
✓✏
s
❅  ✒■
✒✑
✓✏
δ ✒✑
✓✏
δ ✒✑
✓✏
δ ✒✑
✓✏
δ✒✑
✓✏
δ
✻ ✻ ✻ ✻✻
=⇒∗
T (t) T (u)
✻ ✻
· · · · · ·✒✑
✓✏
s
❅  ✒■
T (t) T (u)
✻ ✻
· · · · · ·✒✑
✓✏
s
❅  ✒■

◆♦tr❡ s②stè♠❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ rés❡❛✉ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s ❞❡ ▲❛❢♦♥t à ❝❛✉s❡ ❞✉
s❡✉❧ ❛❣❡♥t s✱ ♠❛✐s ❝✬❡st s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ✐♥✈❛❧✐❞❡r ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ❢♦rt❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♦♥ ❧❛ r❡tr♦✉✈❡
s♦✉s ❞❡✉① ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ✿ ♦♥ ❝♦♥s✐❞èr❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❞❡s rés❡❛✉① ✈❛❧✐❞❡s ✭❞♦♥❝ ❞❡s rés❡❛✉① ❛✈❡❝
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥ ❥❡t♦♥✮ ❡t ♦♥ ❡♥❧è✈❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ✭rè❣❧❡s ✐♠♣❧✐q✉❛♥t ǫ✮✳ ◆♦✉s ✐♥s✐st♦♥s
à ♥♦✉✈❡❛✉ s✉r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❝❡s rè❣❧❡s ♥❡ s♦♥t ♣❛s ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❡ ♣r♦❣rès ❞❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ✭♥❡
♣❛s ❧❡s ❛♣♣❧✐q✉❡r ♥❡ ❜❧♦q✉❡r❛ ♣❛s ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✮✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✼
▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ✭❡♥ ❡♥❧❡✈❛♥t ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t✮ ❡st ❢♦rt❡♠❡♥t ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉①
✈❛❧✐❞❡s✳ ❆✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ M ❡st ✉♥ rés❡❛✉ ✈❛❧✐❞❡ t❡❧ q✉❡ M =⇒ P ❡t M =⇒ Q ✭❛✈❡❝
P 6= Q✮✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ rés❡❛✉ N t❡❧ q✉❡ P =⇒ N ❡t Q =⇒ N ✳
Pr❡✉✈❡✳ ❉❛♥s ✉♥ rés❡❛✉ ✈❛❧✐❞❡✱ ✐❧ ② ❛ ❛✉ ♣❧✉s ✉♥❡ rè❣❧❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✭♣❛r ❧❛ Pr♦♣♦✲
s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✺✮✱ ❞♦♥❝ ❛✉ ♠♦✐♥s ✉♥❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ❡st ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡✳ ▼❛✐s ✉♥ ❛❣❡♥t s ♥❡ ♣❡✉t
♣❛s ❛✈♦✐r ✉♥ δ s✉r ✉♥ ♣♦rt ❡t ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ s✉r ❧✬❛✉tr❡✱ ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✶✹ ❡t à ❧❛
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✺✳ P❛r ❝♦♥séq✉❡♥t✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥
❡t ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s ✿ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥t❡s ❡t ❧❛ ♣❛✐r❡ ❞✐✈❡r❣❡♥t❡ ♣❡✉t
êtr❡ ❥♦✐♥t❡ ❡♥ ❛♣♣❧✐q✉❛♥t ❧✬❛✉tr❡ rè❣❧❡✳ ▲❡ ❝❛s r❡st❛♥t ✐♠♣❧✐q✉❡ ❞♦♥❝ ❞❡✉① rè❣❧❡s ❛❞♠✐♥✐str❛✲
t✐✈❡s✳ ❆ ♥♦✉✈❡❛✉✱ s✐ ❡❧❧❡s s♦♥t ❛♣♣❧✐q✉é❡s à ❞❡s ❡♥❞r♦✐ts ❞✐✛ér❡♥ts✱ ❧❛ ♣❛✐r❡ ❡st ❢❛❝✐❧❡ à ❥♦✐♥❞r❡✳
▲❡s ❛❣❡♥ts c ❡t s ♥❡ ♣❡✉✈❡♥t ♣❛s s❡ r❡♥❝♦♥tr❡r ❣râ❝❡ ❛✉ ▲❡♠♠❡ ❱✳✺✳✶✹ ✭♣♦✐♥t ✺✮✱ ❞♦♥❝ ❧❡s
s❡✉❧s ❝❛s r❡st❛♥ts ✐♠♣❧✐q✉❡♥t ✉♥ ❛❣❡♥t s ❡t ❞❡s ❛❣❡♥ts δ ♦✉ s′′ s✉r s❡s ❞❡✉① ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✳
❉❛♥s t♦✉t❡s ❝❡s ❝♦♥✜❣✉r❛t✐♦♥s✱ ❧❡s ❞❡✉① ré❞✉❝t✐♦♥s ❛♠è♥❡♥t ❛✉ ♠ê♠❡ rés❡❛✉ ♦ù ❧✬❛❣❡♥t s ❛
été ❛❝t✐✈é ❡♥ ✉♥ ❛❣❡♥t s′′✳ ❈❡❝✐ ❝♦♥❝❧✉t ❧❛ ♣r❡✉✈❡✳ 
▼❛✐♥t❡♥❛♥t s✐ ♥♦✉s r❡♠❡tt♦♥s ❧❡s rè❣❧❡s ❞✬❡✛❛❝❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ s②stè♠❡✱ ❧❛ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡ ♥✬❡st
♣❛s ✈r❛✐❡ ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ❡♥ r❛✐s♦♥ ❞✉ ❝❤❡✈❛✉❝❤❡♠❡♥t ❡♥tr❡ ❧❡s rè❣❧❡s ǫ ⊲⊳ s ❡t ⇓ ⊲⊳ s ✿ s✐ ❧❡ t❡r♠❡
❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉ rés❡❛✉ ❡♥✲❞❡ss♦✉s ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t s ♥✬❡st ♣❛s ❢❛✐❜❧❡♠❡♥t ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t✱ ❛❧♦rs ❧❡s
ré❞✉❝t✐♦♥s ❞✐✈❡r❣❡♥t❡s ♥❡ s❡ r❡❥♦✐♥❞r♦♥t ❥❛♠❛✐s✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ rés♦❧✉ ❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
❞❡s ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① à s′l ❡t s
′
r ❡t ❞❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ǫ✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ❛ ♣❡✉ ❞✬✐♥térêt✱
❛✉ ♠♦✐♥s ❞✬✉♥ ♣♦✐♥t ❞❡ ✈✉❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❝♦♥✢✉❡♥t❡ s✉r ❧❡s
λ✲t❡r♠❡s q✉✐ ♦♥t ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡ têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡ ❧❡ ❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❱✳✺✳✷✷ ✭❡t ❧❡
❝♦♥tr❡✲❡①❡♠♣❧❡ ❝✐✲❞❡ss✉s ♠♦♥tr❡ q✉✬♦♥ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❡s♣ér❡r ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r rés✉❧t❛t ❞❡ ❝♦♥✢✉❡♥❝❡
❡♥ ❣é♥ér❛❧✮✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ✐♥tér❡ss❛♥t ❞❡ ♥♦t❡r q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❢♦❧❦❧♦r❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱
✉♥ ❛❣❡♥t ǫ r❡❧✐é à ✉♥ ♣♦rt ❛✉①✐❧✐❛✐r❡ ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t c ❡st s♦✉✈❡♥t ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡ éq✉✐✈❛❧❡♥t à ✉♥
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✺✺
s✐♠♣❧❡ ✜❧ ❬❆●✾✽❪✳ ❈❡❝✐ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛rt✐❡❧❧❡♠❡♥t à ❧❛ rè❣❧❡ ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ǫ ⊲⊳ s ❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡✱
❝❡ q✉✐ ❡st ♣♦ss✐❜❧❡ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛❣❡♥t s ❛ ❞❡✉① ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ♠❛✐s ✐❧ ♥✬❡st ♣❛s s✉r♣r❡♥❛♥t
q✉❡ ❝❡❧❛ ♥❡ rés♦❧✈❡ ♣❛s t♦✉s ❧❡s ♣r♦❜❧è♠❡s✳
❯♥❡ r❡♠❛rq✉❡ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧❡ ❛✉ s✉❥❡t ❞❡s rés❡❛✉① à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❛
♣❧✉s ❞❡ ❝❤❛♥❝❡ ❞✬êtr❡ ❝♦♥✢✉❡♥t❡ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s s②stè♠❡s ❞❡ rés❡❛✉① s❛♥s ❥❡t♦♥✱ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♠♦♥tr❡
❧❛ Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✼ ♣♦✉r ♥♦tr❡ s②stè♠❡ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r✳ ❯♥❡ ❛✉tr❡ r❡♠❛rq✉❡ ❡st q✉✬✉♥ ❝❡rt❛✐♥
❝♦ût ❡♥ t❡r♠❡s ❞❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét❛♣❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡st ❞û ❛✉ ❥❡t♦♥✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ✈❛✉t ♠✐❡✉①
✈♦✐r ❝❡❝✐ ❝♦♠♠❡ ✉♥ ❝♦ût r❡♥❞✉ ❡①♣❧✐❝✐t❡ ♣❧✉tôt q✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥ s✉r❝♦ût ✿ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s
st❛♥❞❛r❞ ❞❡ rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❢♦♥t✱ ✐❧ ❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ q✉✬✉♥ ♠é❝❛♥✐s♠❡ ❡①t❡r♥❡ ✭✉♥❡
♠❛❝❤✐♥❡ ❛❜str❛✐t❡✮ tr♦✉✈❡ ❧❡ ♣r♦❝❤❛✐♥ ré❞❡① ❬P✐♥✵✵❪✳ ❆✉ ❝♦♥tr❛✐r❡✱ ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① à ♣❛ss❛❣❡
❞❡ ❥❡t♦♥✱ ✐❧ ❡st t♦✉❥♦✉rs s✉✣s❛♥t ❞❡ ré❞✉✐r❡ à ♣r♦①✐♠✐té ❞✉ ❥❡t♦♥✳
❙✐♠✉❧❛t✐♦♥
◆♦✉s ✈♦✉❧♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞é♠♦♥tr❛♥t q✉❡ ❧❡ s②stè♠❡
❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉① ❞♦♥♥é ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺ ❡st ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞✉
s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✸✱ ❡t ❞♦♥❝ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ✐❧ ♥✬②
❛ ❛✉❝✉♥ ✐♥térêt à r❡❝❤❡r❝❤❡r ✉♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡①❛❝t❡ ✿ ♥♦✉s ♥❡ ❞❡✈♦♥s ♣❛s ♥♦✉s s♦✉❝✐❡r s✐
❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s ❞❡s ♦❜❥❡ts ❞✐✛èr❡♥t✱ t❛♥t q✉❡ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡s ❝❛❧❝✉❧s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t✳ ◆♦✉s
❝♦♥s✐❞ér❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ♠♦❞✉❧♦ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ éq✉✐✈❛❧❡♥❝❡ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛
s✐❣♥✐✜❝❛t✐♦♥ ❞❡s ♦❜❥❡ts✳ ❉♦ré♥❛✈❛♥t✱ m r❡♣rés❡♥t❡r❛ ⇓ ♦✉ ⇑✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✽ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s t❡r♠❡s✮
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ∼ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ré✢❡①✐✈❡ ❡t tr❛♥s✐t✐✈❡ t❡❧❧❡
q✉❡ ✿
✕ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ à ❞❡✉① tr♦✉s C[ ][ ] ❡t ✈❛❧❡✉r v✱ C[m(Γ,x 7→v) t][x] ∼ C[m(Γ,x 7→v) t][v] ❀
✕ ♣♦✉r t♦✉t ❝♦♥t❡①t❡ C[ ]✱ s✐ e ❂ C[m(Γ,x 7→u) t] ❡t e
′ = C[mΓ t]✱ s✐ x 6∈ ❢✈(e
′) ❛❧♦rs e ∼ e′✳
❉❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ❝❧❛✉s❡ ❞❡ ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❜❡s♦✐♥ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ❛✈❡❝
❞❡✉① tr♦✉s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧✬❛ss♦❝✐❛t✐♦♥ x 7→ v ♥✬❡st ♣❛s ❧♦❝❛❧❡ ❛✉ s♦✉s✲t❡r♠❡ t✱ ♠❛✐s à t♦✉t ❧❡ t❡r♠❡
✭❞❛♥s ❧❛ ♥♦t❛t✐♦♥ à ❣r❛♥❞s ♣❛s Γ : t✱ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t Γ ❡st ✉♥ ❧✐❡✉r ❣❧♦❜❛❧✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ♥✬②
❛ ❛✉❝✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❝❛♣t✉r❡ ♣✉✐sq✉❡ t♦✉t❡s ❧❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐é❡s s♦♥t ❞✐st✐♥❝t❡s ✭♦♥ ❧❡ s✉♣♣♦s❡
❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ✐♥✐t✐❛❧ ❡t ❝✬❡st ♣rés❡r✈é ♣❛r ré❞✉❝t✐♦♥✮✳
❉é❢✐♥✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✶✾ ✭❊q✉✐✈❛❧❡♥❝❡ s✉r ❧❡s rés❡❛✉①✮
◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ≈ ❝♦♠♠❡ ❧❛ ♣❧✉s ♣❡t✐t❡ r❡❧❛t✐♦♥ s②♠étr✐q✉❡✱ ré✢❡①✐✈❡✱ tr❛♥s✐t✐✈❡✱ st❛❜❧❡ ♣❛r
❝♦♥t❡①t❡ ❞❡ rés❡❛✉ ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✬❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❞❡✉① rés❡❛✉① éq✉✐✈❛❧❡♥ts ❞❛♥s ❧❡ ♠ê♠❡
rés❡❛✉✱ ♦♥ ♦❜t✐❡♥t ❞❡✉① rés❡❛✉① éq✉✐✈❛❧❡♥ts✮ ❡t t❡❧❧❡ q✉❡ ✿
✕ a ≈ @ ≈ @⇓✱ s ≈ s′l ≈ s
′
r ❀
✕ ==⇒
adm
⊂ ≈ ❀
✕ s ❡st ❛ss♦❝✐❛t✐❢ ❡t ❝♦♠♠✉t❛t✐❢✱ ❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t ✿
✶✺✻ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
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✓✏
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✟✟✯❍❍❨
❯♥❡ ❛✉tr❡ ❝❤♦s❡ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ s♦✐♥ ❛✈❛♥t ❞✬❡①❤✐❜❡r ✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥
❡st ❞❡ ❞é✜♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ r❛✐s♦♥♥❛❜❧❡ ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥❝❡ ❡♥tr❡ ❧❡s ét❛ts ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡s ♣❡♥❞❛♥t
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❞✬✉♥ t❡r♠❡ ❡t ❞✬✉♥ rés❡❛✉✳ ❈❡❧❛ r❡✈✐❡♥t à ét❡♥❞r❡ ❧❛ ❢♦♥❝t✐♦♥ ❞❡ tr❛❞✉❝t✐♦♥ T (·)
❞❡s λ✲t❡r♠❡s ✭❝❡ q✉✐ ét❛✐t s✉✣s❛♥t ♣♦✉r ❝♦♠♠❡♥❝❡r ❧❡ ♣r♦❝❡ss✉s✮ ❛✉① t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s✳
❊♥ ❣é♥ér❛❧✱ ✉♥ t❡r♠❡ ❡♥r✐❝❤✐ e ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ e = C0[x1 Z⇒ C1[. . . xn Z⇒ Cn[mΓ t] . . .]]
♦ù t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡✱ x1, . . . , xn s♦♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❡t C0[ ], . . . , Cn[ ] s♦♥t ❞❡s ❝♦♥t❡①t❡s s✉r ❧❡s
λ✲t❡r♠❡s✳
◆♦✉s ét❡♥❞♦♥s ♠❛✐♥t❡♥❛♥t T (·) ét❛♣❡ ♣❛r ét❛♣❡ ✿
✕ T (t) ❡st ❞é❥à ❞é✜♥✐ s✐ t ❡st ✉♥ λ✲t❡r♠❡ ❝❧♦s✳ ❙✐ t ❛ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❧✐❜r❡s x1, . . . , xn ✭q✉✐
s♦♥t ❡♥ ❢❛✐t ❧✐é❡s ♣❛r ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✮✱ ♥♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s q✉❡ ❧❡s ♣♦rts ❧✐❜r❡s ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t
s♦♥t t❡♠♣♦r❛✐r❡♠❡♥t ét✐q✉❡tés ❛✈❡❝ ❧❛ ❜♦♥♥❡ ✈❛r✐❛❜❧❡✳ ▲✬ét✐q✉❡tt❡ ♥❡ ❢❡r❛ ♣❛s ♣❛rt✐❡ ❞❡
❧❛ tr❛❞✉❝t✐♦♥ ✜♥❛❧❡ ✿ ❡❧❧❡ ❡st s❡✉❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❧❛ ❝♦♥str✉✐r❡✳ ❈♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t à ❧❛
❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✹✱ ♦♥ ♥❡ ♠❡t ♣❛s ❞✬❛❣❡♥ts v s✉r ❝❡s ♣♦rts✳ ▲❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s s♦♥t ❞♦♥❝ s✐♠♣❧❡♠❡♥t
tr❛❞✉✐t❡s ❡♥ ❛rêt❡s✳
✕ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s T (m t) ✭❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ✈✐❞❡✮ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✷✳✸ ❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t
✉♥ ❛❣❡♥t ⇓ ♦✉ ⇑ à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T (t)✳
✕ T (C[mΓ t]) ♦ù Γ = (x1 7→ t1, . . . , xn 7→ tn) ❡st ❞é✜♥✐ ❡♥ ❝♦♥str✉✐s❛♥t T (C[m t]) ❡t T (ti)
♣♦✉r t♦✉t i✱ ❡t ❡♥ ❝♦♥♥❡❝t❛♥t ❝❤❛q✉❡ ♣♦rt ét✐q✉❡té xi ❞❛♥s T (C[m t]) à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞❡ T (ti)✳
✕ ❉❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡✱ ♣♦✉r T (C[x Z⇒ t])✱ ♥♦✉s ❝♦♥str✉✐s♦♥s T (C[x]) ❡t T (t) ❡t ❝♦♥♥❡❝t♦♥s
❧❡ ♣♦rt ❧✐❜r❡ ét✐q✉❡té x ❞✉ ♣r❡♠✐❡r à ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✉ ❞❡r♥✐❡r✳
❘❡♠❛rq✉♦♥s q✉❡ T (·) ♣r♦❞✉✐t ❞❡s rés❡❛✉① q✉✐ ♥❡ s♦♥t ✈❛❧✐❞❡s q✉❡ ♠♦❞✉❧♦ ≈✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
T ((⇓Γ t) u) ❛ ✉♥ ❛❣❡♥t ⇓ s♦✉s ✉♥ ❛❣❡♥t a✱ ❝❡ q✉✐ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s ❛rr✐✈❡r ❞❛♥s ✉♥❡ ré❞✉❝t✐♦♥ ✿
❧✬❛❣❡♥t a ❛✉r❛✐t ❞û êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ @✳ ❚♦✉t❡❢♦✐s✱ t♦✉t s❡ ♣❛ss❡ ❜✐❡♥ ♠♦❞✉❧♦ ≈✱ ❞❛♥s ❧❡ s❡♥s
❞❡s ❞❡✉① ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s s✉✐✈❛♥t❡s✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✷✵ ✭❈♦♠♣❧ét✉❞❡✮
P♦✉r ❞❡✉① t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s t ❡t u✱ s✐ t → u✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ M ❡t N t❡❧s q✉❡ T (t) ≈ M ✱
M =⇒∗ N ❡t N ≈ T (u)✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❝❛s s✉r ❧❛ rè❣❧❡ ✉t✐❧✐sé❡✳
✕ (⇓▲❛♠) ✿ ❝❧❛✐r ❀
✕ (⇓❆♣♣) ✿ ❝❧❛✐r ❀
✕ (⇑❆♣♣) ✿ ❝❧❛✐r ✭❞❡✉① ♣❛s ❞❡ ré❞✉❝t✐♦♥✮ ❀
✕ (⇓❱❛r) ✿ ❞✐s♦♥s ⇓(Γ,x 7→t)x→ x Z⇒⇓Γt✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ s✐ ❧✬♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ x ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ t❡r♠❡ ♦✉ s✐ t ❛ ❞é❥à été é✈❛❧✉é✱ ❛❧♦rs ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ x
❡st ❥✉st❡ r❡♣rés❡♥té❡ ♣❛r ✉♥ ✜❧✱ ❡t ❧❡s ❞❡✉① tr❛❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t é❣❛❧❡s ✿ T (C[⇓(Γ,x 7→t) x]) =
T (C[x Z⇒ ⇓Γ t]) ❀
✕ s✐♥♦♥✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ rè❣❧❡ ⇓ ⊲⊳ s✱ q✉✐ tr❛♥s❢♦r♠❡ s ❡♥ s′l ♦✉ s
′
r ✭éq✉✐✈❛❧❡♥ts
❱✳✺✳ ❆♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ✶✺✼
♠♦❞✉❧♦ ≈✮ ❀
✕ (⇑❱❛r) ✿ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ❞❡✉① ❝❛s ✿
✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✱ ❧❡s tr❛❞✉❝t✐♦♥s s♦♥t ❧❡s ♠ê♠❡s ❞❡s ❞❡✉① ❝ôtés ❀
✕ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡✱ ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ à ✉♥❡ rè❣❧❡ ⇑ ⊲⊳ s′l ♦✉ ⇑ ⊲⊳ s
′
r✳

◆♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s ✐♠♣♦s❡r M = T (t) ❞❛♥s ❧❛ ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡s ♣♦rts
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ❞❛♥s T (t) ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ♦r✐❡♥tés ❞❡ ❢❛ç♦♥ ✐♥❝♦rr❡❝t❡ ✭❝♦♠♠❡ ❞❛♥s T ((⇓Γ t) u)✮✱
♠❛✐s ✐❧ ② ❛ ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ✉♥ r❡♣rés❡♥t❛♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t ♦r✐❡♥té ❞❛♥s ❧❛ ❝❧❛ss❡ ❞❡ T (t)✳
P♦✉r ❧✬❛✉tr❡ ❞✐r❡❝t✐♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ❡♥❝♦r❡ ✉♥ ❞ét❛✐❧ ❞♦♥t ♥♦✉s ❞❡✈♦♥s ♣r❡♥❞r❡ s♦✐♥ ✿ ❧❛ rè❣❧❡
⇑ ⊲⊳ @ ❝ré❡ ✉♥ rés❡❛✉ ✐♥t❡r♠é❞✐❛✐r❡ q✉✐ ♥❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ♣❛s à ✉♥ t❡r♠❡ ✈❛❧✐❞❡ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡
❧❛ rè❣❧❡ λ ⊲⊳ @⇓ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t❡ s♦✐t ❛♣♣❧✐q✉é❡✳ ◆♦✉s ♥❡ r❛✐s♦♥♥♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
=⇒ ♠❛✐s ♣❧✉tôt s✉r ≡⇛✱ ❞é✜♥✐❡ ❝♦♠♠❡ s✉✐t ✿
✕ M ≡⇛ N s✬✐❧ ❡①✐st❡ P t❡❧ q✉❡ M ==⇒
⇑⊲⊳@
P ==⇒
λ⊲⊳@⇓
N ❀
✕ M ≡⇛ N s✐ M =⇒ N ♣❛r ✉♥❡ ❛✉tr❡ rè❣❧❡✳
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✺✳✷✶ ✭❈♦rr❡❝t✐♦♥✮
❙✐ M ≡⇛ N ❡t M ≈ T (t) ♣♦✉r ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ t❡r♠❡ ❡♥r✐❝❤✐ t ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ t′ ❡t u t❡❧s q✉❡
t ∼ t′✱ t′ →∗ u ❡t N ≈ T (u)✳
Pr❡✉✈❡✳ P❛r ❝❛s s✉r ❧❛ ❢❛♠✐❧❧❡ ❞❡ rè❣❧❡s ✉t✐❧✐sé❡✳
✕ rè❣❧❡s ⇓ ⊲⊳ λ✱ ⇓ ⊲⊳ a✱ ⇑ ⊲⊳ @+λ ⊲⊳ @⇓ ✿ ❝❧❛✐r ✭❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s q✉✐ ❞é♣❧❛❝❡♥t ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s
❡♥tr❡ ❧✬❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t ❡t ❧❡s ❝♦♥str✉❝t✐♦♥s ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ x Z⇒ t ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❛♣♣❧✐q✉é❡s
✐♠♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❧✐♥é❛✐r❡✮ ❀
✕ rè❣❧❡s ⇓ ⊲⊳ s ✿ t′ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ C[⇓(Γ,x 7→v) x] ✭❛✈❡❝ x ♥♦♥✲❧✐♥é❛✐r❡ ❞❛♥s t
′✮✱ ❡t ❡♥ ❡✛❡t
T (C[x Z⇒ ⇓Γ v]) ≈ N ❀
✕ rè❣❧❡s ⇑ ⊲⊳ s′l/r ✿ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❀
✕ rè❣❧❡s ❛❞♠✐♥✐str❛t✐✈❡s ✿ ✈r❛✐ ❛✈❡❝ t = t′ = u✱ ♣✉✐sq✉❡ ≈ ❝♦♥t✐❡♥t ❝❡tt❡ ét❛♣❡ ❞❡ ≡⇛✲
ré❞✉❝t✐♦♥✳

❈♦r♦❧❧❛✐r❡ ❱✳✺✳✷✷ ✭❙✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✮
✕ s✐ Γ : t ⇓ ∆ : v✱ ❛❧♦rs T (⇓Γt) =⇒
∗ T (⇑∆v) ❀
✕ s✐ T (⇓Γt) =⇒
∗ T (⇑∆v)✱ ❛❧♦rs ✐❧ ❡①✐st❡ v
′,∆′ t❡❧s q✉❡ ⇑∆v ∼ ⇑∆′ v
′ ❡t Γ : t ⇓ ∆′ : v′✳
Pr❡✉✈❡✳ ◆♦✉s r❛ss❡♠❜❧♦♥s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡s rés✉❧t❛ts✳
✕ P❛r ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❱✳✺✳✶✵ ❡t ❱✳✺✳✷✵✱ ✐❧ ② ❛ ❞❡s rés❡❛✉① M ❡t N t❡❧s q✉❡ T (⇓Γt) ≈M ✱
N ≈ T (⇑∆v) ❡t M =⇒
∗ N ✱ ❡t ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❝❤♦✐s✐r N ❡♥ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ s❛♥s ♣❡rt❡
❞❡ ❣é♥ér❛❧✐té✳ P✉✐sq✉❡ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❡st à ❧❛ r❛❝✐♥❡✱ ✐❧ ♥✬② ❛ ❛✉❝✉♥ s′ ❞❛♥s M ♦✉ N ❡t ✐❧ ♥✬②
❛ ❛✉❝✉♥ ❞❛♥❣❡r à ❝❤♦✐s✐r ❞❡ ♠❛rq✉❡r ❧❡s ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s a ♣❧✉tôt q✉❡ @✳ ❉♦♥❝✱ ♦♥ ❛ ❜✐❡♥
T (⇓Γt) =⇒
∗ T (⇑∆v)✳
✕ ❘❡♠❛rq✉♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ q✉❡ ❧❡ ré❞✉✐t ❛ ✉♥ ❥❡t♦♥✱ ❞♦♥❝ ❧❛ =⇒∗✲ré❞✉❝t✐♦♥ ❡st ❛✉ss✐ ✉♥❡ ≡⇛∗✲
ré❞✉❝t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❡s Pr♦♣♦s✐t✐♦♥s ❱✳✺✳✶✵ ❡t ❱✳✺✳✷✶✱ ❡t ✉♥ ❛r❣✉♠❡♥t s✐♠✐❧❛✐r❡ à
❝❡❧✉✐ ✉t✐❧✐sé ❝✐✲❞❡ss✉s ♣❡r♠❡t ❞❡ s✬❛✛r❛♥❝❤✐r ❞❡ ≈✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ♥♦✉s ♥❡ ♣♦✉✈♦♥s ♣❛s
✶✺✽ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
♥♦✉s ❞é❜❛rr❛ss❡r ❞❡ ∼✱ ❝❛r ✉♥ rés❡❛✉ ♣❡✉t êtr❡ ❞é❝♦♠♣✐❧é ❡♥ ♣❧✉s✐❡✉rs t❡r♠❡s ❡♥r✐❝❤✐s
❞✐✛ér❡♥ts✳

❖♥ r❡♠❛rq✉❡ q✉❡ ❝❡ ❝♦r♦❧❧❛✐r❡ ❡st ♣❧✉s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s ♣r♦♣♦s✐t✐♦♥s✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝✬❡st s❡✉❧❡♠❡♥t
✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ s✉r ❧❡s ❢♦r♠❡s ♥♦r♠❛❧❡s✱ ❡t ♣❛r s✉r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳
❱✳✻ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡
▲❛ str❛té❣✐❡ ❞✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ ♣♦✉r ❧❛q✉❡❧❧❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❞♦♥♥é ❝✐✲❞❡ss✉s ✉♥❡ ✐♠♣❧❛♥t❛✲
t✐♦♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❧❛ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❝❛♣t✉r❡ s❡✉❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱
❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞✉ t❡r♠❡ (λf.fI(fI))(λw.(II)w) ♦ù I = λx.x é✈❛❧✉❡r❛ ❧❡ ré❞❡① II ❞❡✉① ❢♦✐s✱ ♣❛r❝❡
q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ λw.(II)w s❡r❛ ♣❛rt❛❣é✱ ♣✉✐s ❝♦♣✐é ❡♥ ❡♥t✐❡r q✉❛♥❞ ❝❡ s❡r❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ❈✬❡st
❝❡ q✉✐ ❛rr✐✈❡ ❞❛♥s ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❝✐✲❞❡ss✉s✱ ❛✐♥s✐ q✉❡ ❞❛♥s ❧❡s ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥s st❛♥❞❛r❞ ❞❡ ❧✬❛♣♣❡❧
♣❛r ♥é❝❡ss✐té✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡ ❞❛♥s ❧❛ ●✲♠❛❝❤✐♥❡ ❬P❏❙✽✾❪✳ ❈❡ ♥✬❡st ❡♥ ❣é♥ér❛❧ ♣❛s ❝♦♥s✐❞éré ❝♦♠♠❡
✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❝❡ t❡r♠❡ ♣❡✉t ❛✉ss✐ êtr❡ tr❛♥s❢♦r♠é ❡♥ (λf.fI(fI))((λz.(λw.z w))(II))
❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ❧❡ ré❞❡① II ♥❡ s❡r❛ é✈❛❧✉é q✉✬✉♥❡ ❢♦✐s✳ ❈❡tt❡ tr❛♥s❢♦r♠❛t✐♦♥ ❡st ❛♣♣❡❧é❡ ❢✉❧❧② ❧❛③②
λ✲❧✐❢t✐♥❣ ❬P❏✽✼✱ ❈❤❛♣✐tr❡ ✶✺❪✳
❚♦✉t❡❢♦✐s✱ ✐❧ ❡st ❛✉ss✐ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ ré❞❡①✳ ▲❡s ✐♠✲
♣❧❛♥t❛t✐♦♥s q✉✐ ❧❡ ♣❡r♠❡tt❡♥t s♦♥t ❛♣♣❡❧é❡s ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡s ✭❢✉❧❧② ❧❛③② ❡♥ ❛♥❣❧❛✐s✮✳
❲❛❞s✇♦rt❤ ❡st ❧❡ ♣r❡♠✐❡r à ❛✈♦✐r ❞é❝r✐t ✉♥ ✐♥t❡r♣rèt❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉① ❬❲❛❞✼✶❪ ✿ ✐❧ ❛
r❡♠❛rq✉é q✉❡ ❧❡ ré❞❡① II ♥❡ ❞♦✐t ♣❛s êtr❡ ❝♦♣✐é ♣✉✐sq✉✬❛✉❝✉♥❡ ♦❝❝✉rr❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ ✈❛r✐❛❜❧❡ ❧✐é❡
w ♥✬❛♣♣❛r❛ît ❞❛♥s ❝❡ t❡r♠❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ s♦♥ ❛❧❣♦r✐t❤♠❡ ♥✬❡st ♥✐ ✐♥t✉✐t✐❢ ♥✐ ❡✣❝❛❝❡ ❀ ✐❧ ❡st ❞♦♥❝
♥❛t✉r❡❧ ❞✬❡ss❛②❡r ❞✬❛❞❛♣t❡r ❧❡ tr❛✈❛✐❧ ❝✐✲❞❡ss✉s à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✳
▲✬é✈❛❧✉❛t❡✉r ♣r♦♣♦sé ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺ r❡♣♦s❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ t♦✉t à ❢❛✐t ❝r✉❝✐❛❧❡ s✉r
❧❡s ❢❛✐ts✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ q✉✬à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉✬✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ❡st ❝♦♠♠❡♥❝é❡ s✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❝❧♦s✱ ❡❧❧❡ ♣❡✉t
t♦✉❥♦✉rs êtr❡ ♠❡♥é❡ à ❜✐❡♥ ❀ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ q✉❡ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❛ss✉r❡ q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♥❡ s❡ ♣r♦❞✉✐t
q✉✬à ✉♥ ♣♦✐♥t ♦ù ❧❡ t❡r♠❡ ❡st ❝❧♦s ✭❧❡ ❥❡t♦♥ ♥❡ ❞❡s❝❡♥❞ ♣❛s s♦✉s ❧❡s λ✮✳ ❈❡❧❛ ♥❡ ♣❡✉t ♣❛s êtr❡
✈r❛✐ ❞❛♥s ✉♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉①✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ❥✉st❡♠❡♥t ♣♦✉✈♦✐r ré❞✉✐r❡
❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rts✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ✈✐❡♥t ❞✉ ❢❛✐t q✉❡ ♥♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡
❞✐str✐❜✉é ✿ ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❡st ❡✛❡❝t✉é❡ ♣❛r ❞❡s ét❛♣❡s ❧♦❝❛❧❡s✱ ❡t ❞❡✉① ♣r♦❝❡ss✉s ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❞✐✛ér❡♥ts
♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ✐♥t❡r❝❛❧és✱ ❡t ✐❧ ♣❡✉t ♥❡ ♣❛s êtr❡ é✈✐❞❡♥t ❞❡ s❛✈♦✐r q✉❛♥❞ s✬❛rrêt❡r✳
❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✐s♣❛r❛ît ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♥♦♥✲❞✐str✐❜✉é ❀ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❞❛♥s ❬❙❲✵✺❪✱ ✉♥ ❛❧❣♦✲
r✐t❤♠❡ ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❡st ❞é❝r✐t ❞❛♥s ✉♥ st②❧❡ ✐♠♣ér❛t✐❢✳ ▲✬❛st✉❝❡
❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r ❞❡✉① ♣❛ss❛❣❡s ♣♦✉r ❝♦♣✐❡r ✿ ❞❛♥s ❧❛ ♣r❡♠✐èr❡ ♣❛ss❡✱ ❧❡s ♥÷✉❞s s♦♥t ❝♦♣✐és ❡t
♠❛rq✉és ❝♦♠♠❡ t❡❧s✱ ❡t ✉♥ ♥÷✉❞ ❞é❥à ♠❛rq✉é ♥✬❡st ❥❛♠❛✐s ❝♦♣✐é ❀ ❞❛♥s ❧❛ ❞❡✉①✐è♠❡ ♣❛ss❡ ❧❡s
♠❛rq✉❡s s♦♥t ❡✛❛❝é❡s✳ ❈❡ ♥✬❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡ ✐❝✐✳
❉❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ r❡✈✐❡♥t à ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❞é❝✐❞❡r q✉❛♥❞ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts δ s❡ r❡♥❝♦♥tr❡♥t✱
s✬✐❧s ❞♦✐✈❡♥t s❡ ❝♦♣✐❡r ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉ s✬❛♥♥✐❤✐❧❡r✳ ❈❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st ❜✐❡♥ ❝♦♥♥✉ ❞❛♥s ❧❡ ❝♦♥t❡①t❡
❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡ ❬▲❛♠✾✵❪✱ ♦ù ✐❧ ❡st ❝♦♥♥✉ ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❡r ✭❡✣❝❛❝❡✲
♠❡♥t✮ ❧❡s ❜♦ît❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❆✈❛♥t ♠ê♠❡ ❞❡ ❝♦♠♠❡♥❝❡r à tr❛✈❛✐❧❧❡r s✉r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥✱
♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞é❥à ❞✐r❡ q✉✬✉♥❡ t❡❧❧❡ s♦❧✉t✐♦♥ ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ❝♦♠♣❧èt❡♠❡♥t s❛t✐s❢❛✐s❛♥t❡✳ ❏✉sq✉✬✐❝✐✱
❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛ ❞❡✉① ❛✈❛♥t❛❣❡s ✿ ✐❧ r❡str❡✐♥t ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❛✉① ré❞❡① ♥é❝❡ss❛✐r❡s ❡t ♣❡r✲
♠❡t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❞✬✉♥❡ ♠❛♥✐èr❡ très s✐♠♣❧❡✳ ❉❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉①✱ ❝❡
❱✳✻✳ ❘é❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ ✶✺✾
❞❡r♥✐❡r ♣♦✐♥t ♥❡ s❡r❛ ♣❛s ✈r❛✐ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛tt❡✐♥t ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥✳
▼❛✐♥t❡♥❛♥t ✐❧ ② ❛ ♣❧✉s✐❡✉rs s♦❧✉t✐♦♥s ❝♦♥♥✉❡s ❛✉ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❞♦♥♥❡r ❧❛ ❜♦♥♥❡ ♣♦rté❡ ❛✉①
❛❣❡♥ts ❞❡ ❝♦♣✐❡✳ ▲❡ ❢♦r♠❛❧✐s♠❡ ❘■◆❖✱ ❞é✈❡❧♦♣♣é ♣❛r ▲❛♥❣ ❬▲❛♥✾✽❪✱ ❡st ❧❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡ à ❛❞♦♣t❡r
❞❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛s✱ ♣❛r❝❡ q✉✬✐❧ ♥✬✐♥tr♦❞✉✐t ♣❛s ❞✬❛❣❡♥ts s✉♣♣❧é♠❡♥t❛✐r❡s ✭✐❧ ❛❥♦✉t❡ ♣❧✉tôt ❞❡ ❧❛
str✉❝t✉r❡ ❛✉① ❛❣❡♥ts ❞é❥à ❡①✐st❛♥ts✮ ❡t s♦♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r ❡st ❞é❥à ✭❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t✮ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t
♣❛r❡ss❡✉①✱ ❜✐❡♥ q✉✬✐❧ ♥❡ ♣rét❡♥❞❡ r✐❡♥ ❞❡ t❡❧✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s❡r♦♥s ❞♦♥❝ ❧✐❜r❡♠❡♥t s❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡
❡t s❡s rés✉❧t❛ts✳ ▲❡s ❞ét❛✐❧s ❝♦♠♣❧❡ts ❡t ❧❡s ♣r❡✉✈❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ tr♦✉✈és ❞❛♥s ❬▲❛♥✾✽❪✳
▲❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞❡ ▲❛♥❣ r❡♣♦s❡ s✉r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❞♦♥♥é❡s à ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts✱ ❞♦♥❝ ♥♦✉s
❝♦♠♠❡♥ç♦♥s ♣❛r ✉♥ ♣❡✉ ❞❡ t❡r♠✐♥♦❧♦❣✐❡✳ ◆♦✉s s✉♣♣♦s♦♥s ❞♦♥♥é ✉♥ ❡♥s❡♠❜❧❡ ✐♥✜♥✐ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s
❛t♦♠✐q✉❡s ✭♥♦té❡s x✱ x1✱ x2✱ y, . . .✮✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s ❛❧♦rs ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ✭♥♦té❡ σ✱ ρ, . . .✮ ❝♦♠♠❡
✉♥❡ s✉✐t❡ ♦r❞♦♥♥é❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❛t♦♠✐q✉❡s✱ ❡t ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ǫ ❧✬ét✐q✉❡tt❡ ✈✐❞❡✳ ▲❛ ❝♦♥❝❛té♥❛t✐♦♥
❡st ♥♦té❡ ♣❛r ❧✬❛❜s❡♥❝❡ ❞❡ s②♠❜♦❧❡ q✉❛♥❞ ✐❧ ♥✬② ❛ ♣❛s ❞❡ r✐sq✉❡ ❞❡ ❝♦♥❢✉s✐♦♥✳ ◆♦✉s ❞é✜♥✐ss♦♥s
❧❛ ❧♦♥❣✉❡✉r ❞✬✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ σ✱ ♥♦té❡ |σ| ❝♦♠♠❡ ❧❡ ♥♦♠❜r❡ ❞✬ét✐q✉❡tt❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❞❡ σ✳ ❉❡
♣❧✉s✱ ♥♦✉s ♥♦t♦♥s ρ ≤ σ s✐ ρ ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ σ✳
◆♦tr❡ ♣♦✐♥t ❞❡ ❞é♣❛rt ❡st ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✹✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts s♦♥t ♠♦❞✐✜és ❞❡ ❧❛
❢❛ç♦♥ s✉✐✈❛♥t❡✳
✕ ▲❡s ❛❣❡♥ts λ s♦♥t ❛♥♥♦tés ♣❛r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ❛t♦♠✐q✉❡ q✉✐ ❡st ✉♥✐q✉❡ ❞❛♥s ❧❡ rés❡❛✉
❝♦♥s✐❞éré ✿ ❧❡ rés❡❛✉ ❞❡ ❞é♣❛rt ❛ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ✉♥✐q✉❡s s✉r s❡s ❛❣❡♥ts λ✱ ❡t
q✉❛♥❞ ✉♥ ❛❣❡♥t λ ❡st ❝♦♣✐é✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s r❡ç♦✐✈❡♥t ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛t♦♠✐q✉❡s ❢r❛î❝❤❡s
✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ♥❡ s♦♥t ❥❛♠❛✐s ❛♣♣❛r✉❡s ❞❛♥s ❝❡ rés❡❛✉✮✱ ✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✳
✕ ▲❡s ❛❣❡♥ts ♣ré❝é❞❡♥ts c ❡t δ s♦♥t ♠❛✐♥t❡♥❛♥t ❢✉s✐♦♥♥és ❡♥ ✉♥ s❡✉❧ t②♣❡ ❞✬❛❣❡♥t cσ✱ ❛♥♥♦té
♣❛r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ♥♦♥✲❛t♦♠✐q✉❡✳ ❚♦✉t❡s ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t ✐♥✐t✐❛❧❡♠❡♥t ✈✐❞❡s ✭❝✬❡st✲à✲
❞✐r❡ é❣❛❧❡s à ǫ✮✳ ▲❡s ❛❣❡♥ts c ♣ré❝é❞❡♥ts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡ ✈✐❞❡✱ ❛❧♦rs q✉❡
❧❡s ❛❣❡♥ts δ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t à cσ ❛✈❡❝ |σ| ≥ 1✳ ❈✬❡st ✉♥❡ ❝♦♥séq✉❡♥❝❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ cσ ⊲⊳ λ✱
✈♦✐r ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✳
✕ ▲❡s ❛❣❡♥ts s s♦♥t ❛✉ss✐ ❛♥♥♦tés ♣❛r ✉♥❡ ét✐q✉❡tt❡✳ ▲✬❛❣❡♥t s ♣ré❝é❞❡♥t ét❛✐t ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥
✐♥❤✐❜é❡ ❞❡ ❧✬❛❣❡♥t c✱ ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s ❝❧♦s✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t sσ ❡st
❛✉ss✐ ✉♥❡ ✈❡rs✐♦♥ ✐♥❤✐❜é❡ ❞❡ δ ✭❞❛♥s ❧❡ ❝❛s |σ| ≥ 1✮ ❡t ♣❡✉t ♣❛rt❛❣❡r ❞❡s s♦✉s✲t❡r♠❡s
♣♦t❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ♦✉✈❡rts✳
✕ ▲✬❛❣❡♥t δ ❛✈❛✐t ❞❡✉① ❢♦♥❝t✐♦♥s ❞✉❛❧❡s ✿ ♣❛rt❛❣❡r ✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡ ✭❡♥ t❛♥t q✉❡ ❢❛♥ ✐♥✱ ❞❛♥s
❧❛ ❧✐ttér❛t✉r❡✮ ❡t s✐❣♥❛❧❡r ❧❛ ✜♥ ❞✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞✬✉♥ ❝♦♥t❡①t❡ ✭❢❛♥ ♦✉t✮✳ ▼❛✐♥t❡♥❛♥t✱ ❝❡s ❞❡✉①
✉s❛❣❡s s♦♥t ❞✐✛ér❡♥❝✐és s②♥t❛①✐q✉❡♠❡♥t✱ s♦✉s ❧❛ ❢♦r♠❡ ❞❡ cσ ♣♦✉r ❧❡ ♣r❡♠✐❡r✱ ❡t ❞❡ cσ
♣♦✉r ❧❡ s❡❝♦♥❞✳ ❈✬❡st ♥é❝❡ss❛✐r❡ à ❝❛✉s❡ ❞❡ ❧✬❛s②♠étr✐❡ ♣♦ss✐❜❧❡ ❞❡ ❧❛ rè❣❧❡ cσ ⊲⊳ cρ ✭✈♦✐r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✮✱ ♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺✳
✕ ■❧ ♥✬② ❛ ♣❧✉s ❞✬❛❣❡♥t s′′✳ ❊♥ ❡✛❡t✱ ❧❡ ❝♦♠♣♦rt❡♠❡♥t ❞✉ ♥♦✉✈❡❧ ❛❣❡♥t cσ ❡st ❞✬❡✛❡❝t✉❡r
s❡✉❧❡♠❡♥t ✉♥❡ ét❛♣❡ ❞❡ ❝♦♣✐❡✱ ♣✉✐s ❞❡ r❡❞❡✈❡♥✐r ✉♥ ❛❣❡♥t sσ ❡t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡
❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❥❡t♦♥ r❡♥❞❡ ✉♥❡ ❝♦♣✐❡ ✉❧tér✐❡✉r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ s✐♠✐❧❛✐r❡ ❛✉ s′′ ❞❡
❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺✳
✕ ❋✐♥❛❧❡♠❡♥t✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥ ♥♦✉✈❡❛✉ t②♣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥✱ ♥♦té −⇑✱ ✉t✐❧✐sé q✉❛♥❞ ❧❡ s♦✉s✲rés❡❛✉ é✈❛❧✉é
s♦✉s ❝❡ ❥❡t♦♥ ❡st ❞❡ ❧❛ ❢♦r♠❡ ✿ ✉♥❡ ♣✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❝♦♠♠❡♥ç❛♥t ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t cσ✳ ❙♦♥
rô❧❡ ❡st ❞❡ r❡♠♦♥t❡r ❡t ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❣❡♥t s′σ ✭✐❧ ② ❡♥ ❛ ♥é❝❡ss❛✐r❡♠❡♥t ✉♥✮✱ ❝♦♥tr❛✐r❡♠❡♥t
❛✉ ❥❡t♦♥ st❛♥❞❛r❞ ⇑ ❞♦♥t ❧❡ rô❧❡ ❡st ❞❡ tr♦✉✈❡r ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✳ ◆♦✉s ✉t✐❧✐s♦♥s ❧❛ ♠ê♠❡
♥♦t❛t✐♦♥ q✉❡ ❞❛♥s ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✹ ❝❛r ✐❧ ② ❛ ❞❡s s✐♠✐❧✐t✉❞❡s ❡♥tr❡ ❝❡s ❞❡✉① ❛❣❡♥ts✳
◆♦tr❡ ✐♥t❡r♣rèt❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉① ❝♦♥s✐st❡ ❡♥ ❧❡s rè❣❧❡s ❞❡ ❧❛ ❙❡❝t✐♦♥ ❱✳✺✳✺ ✭❡♥ ❛❥♦✉t❛♥t
✶✻✵ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ♦ù ♥é❝❡ss❛✐r❡✮✱ ❛✈❡❝ ❧❡s ♠♦❞✐✜❝❛t✐♦♥s ❡t ❛❞❞✐t✐♦♥s ❞é❝r✐t❡s à ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✱ ❡t
❝♦♠♠❡♥té❡s ❝✐✲❞❡ss♦✉s✳
✕ ❯♥ ❛❣❡♥t −⇑ ❡st ❝réé q✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❛tt❡✐♥t ✉♥ cσ ❡t r❡♠♦♥t❡ ❧❛ ♣✐❧❡ ❞✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥s ❥✉sq✉✬à
tr♦✉✈❡r ✉♥ ❛❣❡♥t s′σ ✭✐❧ ② ❡♥ ❛ ❢♦r❝é♠❡♥t ✉♥✮✳
✕ ◗✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ −⇑ tr♦✉✈❡ ✉♥ ❛❣❡♥t s′σ✱ ♥♦✉s ✐♥✐t✐♦♥s ❧❛ ❝♦♣✐❡ ❛✈❡❝ ✉♥ ❛❣❡♥t cσ ❡t r❡❝♦♠✲
♠❡♥ç♦♥s ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ à ♣❛rt✐r ❞❡ ❧❛ ♣♦s✐t✐♦♥ ♦r✐❣✐♥❛❧❡ ✭❣❛✉❝❤❡ ♦✉ ❞r♦✐t❡✱ ❝♦♠♠❡ ✐♥❞✐q✉é
♣❛r ❧✬❛❣❡♥t✮✳
✕ ◗✉❛♥❞ ✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ ❡st ❝♦♣✐é❡✱ ♥♦✉s s❛✈♦♥s q✉❡ ❧❡ s♦✉s✲t❡r♠❡ ❞❡ ❣❛✉❝❤❡ s❡r❛ ♥é❝❡s✲
s❛✐r❡✱ ❞♦♥❝ ❝♦♣✐é✳ ◆♦✉s ♣ré❢ér♦♥s ❞♦♥❝ ❣é♥ér❡r ❞✐r❡❝t❡♠❡♥t ✉♥ cσ ❛✉ ❧✐❡✉ ❞✬✉♥ sσ✱ ❛✉
t✐tr❡ ❞✬✉♥❡ ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥ ❢❛❝✐❧❡✳
✕ ◗✉❛♥❞ ✉♥ ❛❣❡♥t cσ ❝♦♣✐❡ ✉♥ ❛❣❡♥t λ ét✐q✉❡té x✱ ❧❡s ❞❡✉① ❝♦♣✐❡s ❞✉ λ s♦♥t ❛♥♥♦té❡s
♣❛r ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s ❢r❛î❝❤❡s ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ q✉✐ ♥✬♦♥t ♣❛s été ✉t✐❧✐sé❡s ❛✉♣❛r❛✈❛♥t ❞❛♥s ❧❡
rés❡❛✉✮✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❡s ♥♦✉✈❡❛✉① ❛❣❡♥ts c ❡t s s♦♥t ét✐q✉❡té ♣❛r σx ✭x s✉✣①é à σ✮✱ ✈♦✐r
❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶✳
✕ ◗✉❛♥❞ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts cσ ❡t cρ s❡ ❢♦♥t ❢❛❝❡✱ ❧❡✉rs ét✐q✉❡tt❡s s♦♥t ❝♦♠♣❛ré❡s✳ ❙✐ ❧✬ét✐q✉❡tt❡
❞❡ ❧✬❛❣❡♥t ❞❡ ❝♦♣✐❡ ❢❡r♠❛♥t cρ ❡st ✉♥ ♣ré✜①❡ ❞❡ ❧✬❛✉tr❡✱ ❛❧♦rs ✐❧s ♣r♦✈✐❡♥♥❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡
λ ❡t ❞♦✐✈❡♥t s✬❛♥♥✐❤✐❧❡r ✭❧❛ ❝♦♣✐❡ ❡st t❡r♠✐♥é❡✮✳ ❙✐♥♦♥✱ ✐❧s ♥❡ s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞❡♥t ♣❛s✱ ❡t
❞♦✐✈❡♥t s❡ ❝♦♣✐❡r ♠✉t✉❡❧❧❡♠❡♥t✳ ❉❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❧❛ rè❣❧❡ ❡st ❛s②♠étr✐q✉❡✱ ❞❡ s♦rt❡ q✉❡ ♥♦✉s
❞❡✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐r❡ ❞❡s ❛❣❡♥ts ❞✐✛ér❡♥ts ♣♦✉r cσ ❡t cσ✳
P♦✉r ❝♦♠♣r❡♥❞r❡ ❧❡ rô❧❡ ❞❡s ét✐q✉❡tt❡s s✉r ✉♥ ❡①❡♠♣❧❡✱ ❧❡ ❧❡❝t❡✉r ❡st ✐♥✈✐té à ré❞✉✐r❡ ❧❡
t❡r♠❡ (λz.z z) (λx.(λz.z z) (λy.x y))) ✿ ❧❡ ❝♦r♣s ❞❡ ❧✬❛❜str❛❝t✐♦♥ ❧❛ ♣❧✉s ✐♥t❡r♥❡ ❡st ❝♦♣✐é ❞❡✉①
❢♦✐s✱ ❡t ❧❡s ét✐q✉❡tt❡s ❛ss✉r❡♥t q✉❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡ ❝♦♣✐❡ s✬❛♣♣❛r✐❡♥t ❝♦rr❡❝t❡♠❡♥t✳
❊♥ ❜r❡❢✱ ❧✬✐♥t❡r♣rèt❡ q✉❡ ♥♦✉s ♣r♦♣♦s♦♥s ❡st ✉♥❡ r❡❢♦r♠✉❧❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡❧✉✐ ❞❡ ❬▲❛♥✾✽❪✳ ◆♦✉s
♥❡ ✈♦✉❧♦♥s ❞♦♥❝ ♣❛s ♣❛ss❡r ♣❧✉s ❞❡ t❡♠♣s s✉r s❡s ♣r♦♣r✐étés✳ ▲❛ ❝♦rr❡❝t✐♦♥ ❞❡ ❧✬ét✐q✉❡t❛❣❡ ❡t ❧❛
s✐♠✉❧❛t✐♦♥ ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ s♦♥t ❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❬▲❛♥✾✽❪ ❡t s♦♥t ❢❛❝✐❧❡♠❡♥t ❛❞❛♣té❡s✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s
❝❡♣❡♥❞❛♥t ♥♦t❡r ✉♥ ♣♦✐♥t ❝♦♠♠✉♥ ✐♥tér❡ss❛♥t ❡♥tr❡ ❧❡s s②stè♠❡s ❞é✈❡❧♦♣♣és ♣❛r ▲❛♥❣✱ ▲✐♣♣✐
❡t ♥♦✉s✲♠ê♠❡s ✿ ✐❧ ② ❛ ❞❡✉① ❛❣❡♥ts ❞✐st✐♥❝ts ♣♦✉r ❧✬❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ✉♥ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ β✲
ré❞✉❝t✐♦♥ ❡t ✉♥ q✉✐ ❡st ✉t✐❧✐sé ♣♦✉r ❧❛ ❞✉♣❧✐❝❛t✐♦♥✱ ❡t ❝❡s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❝♦♥✈❡rt✐s ❞✬✉♥
t②♣❡ à ❧✬❛✉tr❡ ♣❛r ❝❡rt❛✐♥❡s rè❣❧❡s ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❛✈❡❝ ❞✬❛✉tr❡s ❛❣❡♥ts✳
▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♥❣ s✉✐t ❞♦♥❝ ❡ss❡♥t✐❡❧❧❡♠❡♥t ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ ♠❛✐s
❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❡①❛❝t❡♠❡♥t ✈r❛✐ ♣✉✐sq✉❡ ❧✬♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧ ♥✬❡st ♣❛s ✐♠♣♦sé ✭❝✬❡st ❧❡ rô❧❡ ♣r✐♥❝✐♣❛❧
❞✉ ❥❡t♦♥ ✐❝✐✮✱ ♣❛r ❝♦♥séq✉❡♥t ❝❡rt❛✐♥s ❝❛❧❝✉❧s ✐♥✉t✐❧❡s ♣❡✉✈❡♥t êtr❡ ❡✛❡❝t✉és✳ ❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ✐❧
✉t✐❧✐s❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭♣❛s ❞❡ ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s✮✱ ❝❡ q✉✐ ♥✬❡st ♣❛s
♣♦ss✐❜❧❡ ❛✈❡❝ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥✱ ♣❛r❝❡ q✉❡ ❧❡ ❥❡t♦♥ ♣❡✉t ❛♣♣❛r❛îtr❡ ❞❡ ♥✬✐♠♣♦rt❡
q✉❡❧ ❝ôté ❞✬✉♥ ❛❣❡♥t ❞❡ ♣❛rt❛❣❡✳ ◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❜r✐è✈❡♠❡♥t é♥♦♥❝❡r ❧❛ ♣r♦♣r✐été ♣r✐♥❝✐♣❛❧❡ ❞❡
♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✿
Pr♦♣♦s✐t✐♦♥ ❱✳✻✳✶
▲❡ s②stè♠❡ ❞❡ ❧❛ ❋✐❣✉r❡ ❱✳✶ ✐♠♣❧❛♥t❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✳
Pr❡✉✈❡✳ ▲❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❛✉ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡s ❡①♣r❡ss✐♦♥s ❧✐❜r❡s ♠❛①✐✲
♠❛❧❡s ❬P❏✽✼❪✳ ❖r✱ ♥♦tr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ♣❛rt❛❣❡ t♦✉t✱ ♥÷✉❞ ♣❛r ♥÷✉❞✱ ❥✉sq✉✬à ❝❡ q✉❡ ❧❡ ❥❡t♦♥
✐♥❞✐q✉❡ q✉❡ ❧✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡st r❡q✉✐s❡✳ ◆♦tr❡ ✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡st ❞♦♥❝ tr✐✈✐❛❧❡♠❡♥t ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛✲
r❡ss❡✉s❡✳ 
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❋✐❣✳ ❱✳✶ ✕ ❘è❣❧❡s ❛❞❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡s ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡
■❧ s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡ ❞❡ ❢♦r♠✉❧❡r ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧✬♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ q✉❡ ❧✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❞❡
▲❛♥❣ ❡st ✭♣r❡sq✉❡✮ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉① s❛♥s ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❛✈❡❝ ❥❡t♦♥ ❀ ❞✬❛✐❧❧❡✉rs✱ ▲❛♥❣ ♥❡
♣rét❡♥❞ r✐❡♥ ❞❡ t❡❧ ✭s❛✉❢ ❞✬êtr❡ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t ❡✣❝❛❝❡✮✳ ❯♥❡ ❢♦✐s q✉❡ ❝❡tt❡ ♦❜s❡r✈❛t✐♦♥ ❛
été ❢❛✐t❡✱ ✐❧ ❡st ❥✉st❡ ❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♥❣ ❡st ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ♣❧✉s ❡✣❝❛❝❡ q✉❡
❧❛ ♥ôtr❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ✉♥ ✈r❛✐ ❝❛❞r❡ ❞✐str✐❜✉é✳ ▲❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡♥❞ ❡♥ ❡✛❡t ❧❛
str❛té❣✐❡ ♣❧✉s ❡①♣❧✐❝✐t❡✱ ♠❛✐s ✐❧ ♣❡✉t é❣❛❧❡♠❡♥t ❛✈♦✐r ✉♥ ❝♦ût✱ s❡❧♦♥ ❧❛ ❢❛ç♦♥ ❞♦♥t ❧❡s rés❡❛✉①
à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ s♦♥t ✐♠♣❧❛♥tés✳ ▲✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡ ▲❛♥❣ ♥✬❛ ♣❛s ✉♥ t❡❧ s✉r❝♦ût ✭♣♦t❡♥t✐❡❧✮✱
❡t ❞❡ ♣❧✉s✱ ✐❧ ❡♠♣❧♦✐❡ ❞❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞ ✭♣❛s ❞❡ ♣♦rts ♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♠✉❧t✐♣❧❡s✮✳
◆♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ♣❡✉t êtr❡ ✈✉❡ ❝♦♠♠❡ ✉♥❡ ❢♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ❞❡ ❝❡ q✉❡ s❡r❛✐t ♣r♦❜❛❜❧❡♠❡♥t ✉♥❡
✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ré❡❧❧❡ ❞❡ ❧✬✐♥t❡r♣rèt❡ ❞❡ ▲❛♥❣ ❞❛♥s ✉♥ ❧❛♥❣❛❣❡ séq✉❡♥t✐❡❧✳ ■❧ ❡st é❣❛❧❡♠❡♥t ❥✉st❡
❞❡ ❞✐r❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ✈✐s❡ ❧❛ s✐♠♣❧✐❝✐té ❡t ♥❡ ❝♦♥s✐❞èr❡ ♣❛s ❞❡ ♣♦ss✐❜❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s✳
◆♦✉s ♣❡♥s♦♥s ❡♥ ❡✛❡t q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ♣♦✉rr❛✐t êtr❡ ✉♥ ❜♦♥ ❝❛♥❞✐❞❛t ♣♦✉r r❛✐s♦♥♥❡r s✉r ❞❡
t❡❧❧❡s ♦♣t✐♠✐s❛t✐♦♥s ❡t ♣♦✉r ❧❡s ♣r♦✉✈❡r ❢♦r♠❡❧❧❡♠❡♥t✳
✶✻✷ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❙tr❛té❣✐❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥
❱✳✼ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥
◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣rés❡♥té ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ s✐♠♣❧❡ ❡t ❡①t❡♥s✐❜❧❡ ♣♦✉r ❡①♣r✐♠❡r ❧❡s str❛té❣✐❡s ❧❡s
♣❧✉s ♣♦♣✉❧❛✐r❡s ❞✉ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉✳ ▲❛ ❝❧é ❞❡ ❝❡s ❝♦❞❛❣❡s ❡st
❞❡ r❡♣rés❡♥t❡r ❧❡ ✢♦t ❞❡ ❝♦♥trô❧❡ ❡①♣❧✐❝✐t❡♠❡♥t✱ ♣❛r ✉♥ ❛❣❡♥t ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✳ ▲✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥♦♠
❡t ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r ♣❡✉✈❡♥t s✬❡①♣r✐♠❡r ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❢♦♥t✱ ❛❧♦rs q✉❡
❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té r❡q✉✐❡rt ✉♥ ❝❛❞r❡ ✉♥ ♣❡✉ ♣❧✉s ❣é♥ér❛❧✱ ♠❛✐s ❛✉❝✉♥❡ ♣r♦♣r✐été ✐♠♣♦rt❛♥t❡
♥✬❡st ♣❡r❞✉❡✳
▲✬❛♣♣r♦❝❤❡ ❡st s✐ s✐♠♣❧❡ q✉❡ ♥♦tr❡ ❝❛❞r❡ ❡st ❡♥ ❢❛✐t ✉♥❡ ❜♦♥♥❡ ❛❧t❡r♥❛t✐✈❡ ❛✉① t❡r♠❡s✱ ❛✈❡❝
❧✬❛✈❛♥t❛❣❡✱ ❞✬✉♥❡ ♣❛rt ❞❡ ❞♦♥♥❡r ✉♥ st❛t✉t ❡t ✉♥ ❝♦ût ❡①♣❧✐❝✐t❡s ❛✉① ♦♣ér❛t✐♦♥s ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥
❡t ❞❡ ❝♦♣✐❡✱ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt ❞❡ q✉♦t✐❡♥t❡r ❞❡s ❞✐✛ér❡♥❝❡s ❛rt✐✜❝✐❡❧❧❡s ❞❛♥s ❧❡s r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥s s♦✉s
❢♦r♠❡ ❞❡ t❡r♠❡s ✭α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮ ❡t ❞❡ ❝♦✉♣❧❡s ❞❡ t❡r♠❡ ❡t ❡♥✈✐r♦♥♥❡♠❡♥t✳
P♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ ❧❡ ❝❛❞r❡ ❡st ♠♦✐♥s s✐♠♣❧❡ ❡t ❡♠♣r✉♥t❡ ❧❛ t❡❝❤♥♦✲
❧♦❣✐❡ ❞é✈❡❧♦♣♣é❡ ♣❛r ▲❛♥❣✱ ❡♥ ré✐♥tr♦❞✉✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥s ♠é❝❛♥✐s♠❡s ♣♦✉r ❛♣♣❛r✐❡r ❧❡s ❛❣❡♥ts ❞❡
❝♦♣✐❡✱ ❝❡ q✉✐ r❛♣♣❡❧❧❡ ❧❡s ❜♦ît❡s ❞❡ ❧❛ ❧♦❣✐q✉❡ ❧✐♥é❛✐r❡✳ ❈❡♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ✉♥❡ ❢❛✐❜❧❡ss❡✱
♠❛✐s s✐♠♣❧❡♠❡♥t ❧❡ ♣r✐① à ♣❛②❡r ♣♦✉r ♦❜t❡♥✐r ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❛✉ss✐ ✜♥❡✳ ❈❡❧❛ ♠♦♥tr❡
s❛♥s ❞♦✉t❡ ❛✉ss✐ ✉♥❡ ❧✐♠✐t❡ ❞❡ ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞✬✉♥❡ ❛♣♣❧✐❝❛t✐♦♥ à ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ❯♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦ît❡ s❡r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ♥é❝❡ss❛✐r❡✱ ♠❛✐s ❝❡❧❛ ♣❡✉t t♦✉t
❞❡ ♠ê♠❡ êtr❡ ❜é♥é✜q✉❡ ❞❡ ❝♦♥trô❧❡r ♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ ✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✳
❉❡s q✉❡st✐♦♥s ❡t r❡♠❛rq✉❡s s✐♠✐❧❛✐r❡s s✬❛♣♣❧✐q✉❡♥t ❛✉ss✐ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✱
❝♦♠♠❡ ♦♥ ❡♥ ❞✐s❝✉t❡r❛ ❛✉ ❝❤❛♣✐tr❡ s✉✐✈❛♥t✳
❊♥✜♥✱ ♥♦s rés❡❛✉① ❢♦♥t ♣❛rt✐❡ ❞✬✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ rés❡❛✉① à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ q✉✐ ♥✬❡st
♣❛s ét✉❞✐é❡ ❡♥ ❞ét❛✐❧s ✐❝✐✱ ♠❛✐s q✉✐ s❡♠❜❧❡ très ❢❛❝✐❧❡ à ✐♠♣❧❛♥t❡r s✉r ✉♥❡ ♠❛❝❤✐♥❡ séq✉❡♥t✐❡❧❧❡✱
s❛♥s ❧❡ ❝♦ût ❤❛❜✐t✉❡❧ ♣♦✉r r❡❝❤❡r❝❤❡r ❧❡s ré❞❡①✳
❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈♦♥tr✐❜✉t✐♦♥s
◆♦✉s ♥♦✉s s♦♠♠❡s ❞♦♥❝ ♣♦sé ❧❛ q✉❡st✐♦♥ ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❛♥s ❧❡ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❡t ❧❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝✲
t✐♦♥♥❡❧s✱ q✉✐ ❡st ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ✐♥tr✐♥sèq✉❡♠❡♥t ❞✐✣❝✐❧❡✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ❛❜♦r❞é
❧❡s ❛s♣❡❝ts ❝r✉❝✐❛✉① ❞❡ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ ❡t ❞✬✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❛❞❛♣té✳ ◆♦✉s
❛✈♦♥s ❡ss❛②é ❞✬❛❞♦♣t❡r ✉♥❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♦r✐❣✐♥❛❧❡✱ ♠ê❧❛♥t ❛s♣❡❝ts t❤é♦r✐q✉❡s ❡t ♣r❛t✐q✉❡s✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞✬❛❜♦r❞ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥ λ✲❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s ❡①♣❧✐❝✐t❡s q✉✐ é✈✐t❡ ❧❡s ♣r♦✲
❜❧è♠❡s ❤❛❜✐t✉❡❧s ❧✐és à ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ❡t à ❧✬α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✱ ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ♦♥ ♣❡✉t ❞é✜♥✐r ❧❡s
str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ ♠❛✐s ❛✉ss✐ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡✱ q✉✐ ❛✉t♦r✐s❡ ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✉s ❧❡s
❛❜str❛❝t✐♦♥s✱ ❡t q✉✐ ❡st ❞♦♥❝ ♠♦✐♥s ❢❛✐❜❧❡ q✉❡ ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❡❧❧❡ é✈✐t❡ ✉♥
❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞❡s ❞é❢❛✉ts ❤❛❜✐t✉❡❧s ❞❡s str❛té❣✐❡s ❢♦rt❡s✱ ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❝❡❧✉✐ ❞✉ r❡♥♦♠♠❛❣❡
❞❡ ✈❛r✐❛❜❧❡s ✭α✲❝♦♥✈❡rs✐♦♥✮✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦✉✈é t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦♣r✐étés t❤é♦r✐q✉❡s ❞és✐r❛❜❧❡s ♣♦✉r
❛♣♣✉②❡r ❧❛ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❛✉ss✐ ❞é✈❡❧♦♣♣é ✉♥❡ r❡♣rés❡♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ✈❛r✐❛❜❧❡s ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡ ❧❛ ré❝r✐t✉r❡
❞✬♦r❞r❡ s✉♣ér✐❡✉r✱ q✉❡ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉t✐❧✐sé❡ ♣♦✉r ❞é✜♥✐r ✉♥ ♠♦❞è❧❡ ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ♣♦✉r
❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳ ❈❡ ❝❛❧❝✉❧ ❛✈❡❝ ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❡st ❧✉✐ ❛✉ss✐ ❛♣♣✉②é ❞❡ t♦✉t❡s ❧❡s ♣r♦✲
♣r✐étés ❞és✐r❛❜❧❡s✳ ❉❡s ♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ♦♥t été ✐♠♣❧❛♥té❡s ❡t ❧❡s rés✉❧t❛ts ❡①♣ér✐♠❡♥t❛✉①
❝♦♥✜r♠❡♥t ❧✬✐♥térêt ❞❡ ❝❡tt❡ str❛té❣✐❡ ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❡✣❝❛❝❡ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✳
❉✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦♣♦sé ✉♥ ❝❛❞r❡ s✐♠♣❧❡ ♣❡r♠❡tt❛♥t ❞❡ ❢❛✐r❡ ❧❡ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❞❡✉①
♠♦❞è❧❡s ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s tr❛❞✐t✐♦♥♥❡❧❧❡♠❡♥t ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥ ❞❡s ❧❛♥❣❛❣❡s ❢♦♥❝t✐♦♥♥❡❧s✱ ❧❡s
♠❛❝❤✐♥❡s ❛❜str❛✐t❡s ❡t ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s r❛❞✐❝❛❧❡♠❡♥t ♦♣♣♦sés✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐❧❧✉stré
❝❡ ❝❛❞r❡ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s ✉s✉❡❧❧❡s✱ r❛♣♣r♦❝❤❛♥t ❛✐♥s✐ ❞❡✉① ♠♦❞è❧❡s ✉t✐❧✐sés ♣♦✉r ❧✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥
❞❡ str❛té❣✐❡s ❡✣❝❛❝❡s✳
P❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❘és❡❛✉①
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✐♥tr♦❞✉✐t ✉♥❡ ❝❧❛ss❡ ❞❡ rés❡❛✉①✱ ❞✐ts à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥✱ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡s q✉❡
❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❞❡ ▲❛❢♦♥t✱ ♣✉✐sq✉❡ ❝❡rt❛✐♥s ❛❣❡♥ts ♣❡✉✈❡♥t ❛✈♦✐r ♣❧✉s✐❡✉rs ♣♦rts
♣r✐♥❝✐♣❛✉①✱ ♠❛✐s ❛✈❡❝ ❞❡s ❝♦♥tr❛✐♥t❡s ❢♦rt❡s q✉✐ ♣❡r♠❡tt❡♥t ❞❡ r❡tr♦✉✈❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ♣r♦♣r✐étés✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ❞é❝r✐t ✉♥❡ ❛✉tr❡ ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥ ❝♦♠♣❛r❛❜❧❡ à ❝❡❧❧❡✲❝✐ ❞❛♥s ❬❙▼✵✺❪✱ ❛✉ s❡♥s ♦ù ♥♦✉s
❛✈♦♥s é❣❛❧❡♠❡♥t ❞♦♥♥é ✉♥❡ ❞é✜♥✐t✐♦♥ ♣❧✉s s♦✉♣❧❡ q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥✱ ♠❛✐s s❛♥s
♣❡r❞r❡ ❞❡ ♣r♦♣r✐étés✳
✶✻✸
✶✻✹ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❈♦♥❝❧✉s✐♦♥s ❡t ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡s
❈❡tt❡ ❛♣♣r♦❝❤❡ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ✐♥tér❡ss❛♥t❡✱ ❝❛r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ♦♥t ❞❡s ♣r♦♣r✐étés
❞és✐r❛❜❧❡s✱ ♠❛✐s s♦♥t s♦✉✈❡♥t tr♦♣ ❝♦♥tr❛✐❣♥❛♥ts✳ ❉✬❛✉tr❡s ❣é♥ér❛❧✐s❛t✐♦♥s ✐♥tér❡ss❛♥t❡s s♦♥t
s❛♥s ❞♦✉t❡ ♣♦ss✐❜❧❡s✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❧❡s rés❡❛✉① à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ s❡♠❜❧❡♥t êtr❡ ♣❧✉s ❢❛❝✐❧❡s à
✐♠♣❧❛♥t❡r q✉❡ ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ st❛♥❞❛r❞✱ ❡t ✐❧ s❡r❛✐t s❛♥s ❞♦✉t❡ ✐♥tér❡ss❛♥t ❞✬ét✉❞✐❡r
❞❛✈❛♥t❛❣❡ ❝❡t ❛s♣❡❝t✳
❉✬❛✉tr❡s str❛té❣✐❡s ❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉①
◆♦s tr❛✈❛✉①✱ s✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡t ❧❡s ❝❤❛î♥❡s ❞✐r❡❝tr✐❝❡s ❞✬✉♥❡ ♣❛rt✱ s✉r ❧❡s str❛té❣✐❡s
❞❛♥s ❧❡s rés❡❛✉① à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥ ❞✬❛✉tr❡ ♣❛rt✱ s♦♥t r❡❧❛t✐✈❡♠❡♥t ✐♥❞é♣❡♥❞❛♥ts✱ ❡t ✐❧ ❡st
♥❛t✉r❡❧ ❞❡ ✈♦✉❧♦✐r ❧❡s ❝♦♥♥❡❝t❡r✳
◆♦✉s ❛✈♦♥s ✈✉ q✉❡✱ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛❞r❡ ❞❡s rés❡❛✉① à ♣❛ss❛❣❡ ❞❡ ❥❡t♦♥✱ ✐❧ ② ❛ ✉♥❡ ❢r♦♥t✐èr❡ ❡♥tr❡
❧❡s str❛té❣✐❡s q✉✐ ♥❡ ♣❛rt❛❣❡♥t ♣❛s ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs ✭❛♣♣❡❧s ♣❛r ♥♦♠✱ ✈❛❧❡✉r ❡t ♥é❝❡ss✐té✮
❡t ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✳ ❈❡tt❡ ❞❡r♥✐èr❡ ❜é♥é✜❝✐❡ ❞✬✉♥ ♣❛rt❛❣❡ ♣❧✉s ✜♥✱ ♠❛✐s ❝❡
♣❛rt❛❣❡ ❛ ✉♥ ♣r✐① ✿ ❧❡ ❝♦❞❛❣❡ ❡st ♣❧✉s ❝♦♠♣❧❡①❡✳
❖♥ ❛✉r❛✐t ♥❛t✉r❡❧❧❡♠❡♥t ❡♥✈✐❡ ❞✬❛♣♣❧✐q✉❡r ❧❛ ♠ét❤♦❞♦❧♦❣✐❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱ à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❝❧♦s❡ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✳ ❈❡❧❛ ♣❡r♠❡ttr❛✐t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❞❡ ❜é♥é✜❝✐❡r ❞❡ ❧✬❡✣❝❛❝✐té ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥
❝❧♦s❡ t♦✉t ❡♥ ♣rés❡r✈❛♥t ❧❛ ♥♦r♠❛❧✐s❛t✐♦♥ ✭❛✉tr❡♠❡♥t ❞✐t✱ s✐ ✉♥ t❡r♠❡ ❛ ✉♥❡ ❢♦r♠❡ ♥♦r♠❛❧❡ ❞❡
têt❡ ❢❛✐❜❧❡✱ ❛❧♦rs ❧❡ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉ t❡r♠✐♥❡r❛ ❡t r❡♥❞r❛ ❝❡tt❡ ✈❛❧❡✉r✮✱ ✉♥ ♣❡✉
❝♦♠♠❡ ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ♥é❝❡ss✐té ♣❛r r❛♣♣♦rt à ❧✬❛♣♣❡❧ ♣❛r ✈❛❧❡✉r✳ ◆♦✉s ✐❞❡♥t✐✜♦♥s ❞❡✉① ♣r♦❜❧è♠❡s
♣r✐♥❝✐♣❛✉① ♣♦✉r ré❛❧✐s❡r ❝❡❧❛✳
❉✬❛❜♦r❞✱ ❝♦♠♠❡ ❞❛♥s ❧❡ ❝❛s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ ✐❧ s❡♠❜❧❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡ ❞❡
♣❛rt❛❣❡r ♣❧✉s q✉❡ ❞❡s ✈❛❧❡✉rs✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ♣❛rt❛❣❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s s♦✉s ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s✳
❖♥ ♣❡✉t ❜✐❡♥ sûr ✉t✐❧✐s❡r ❧❛ t❡❝❤♥♦❧♦❣✐❡ ❞é❝r✐t❡ ❞❛♥s ❧❡ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✱ ♠❛✐s ❝❡ ♥✬❡st ♣❛s ❢♦r❝é♠❡♥t
❧❛ ♠❡✐❧❧❡✉r❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❞❛♥s ❝❡ ❝❛s✱ ❝♦♠♠❡ ♥♦✉s ❛❧❧♦♥s ❧❡ ✈♦✐r✳
▲❡ s❡❝♦♥❞ ♣r♦❜❧è♠❡ ❡st q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ r❡♣♦s❡ s✉r ❝❡rt❛✐♥❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❡ ❝❧ôt✉r❡
❞❡ ❝❡rt❛✐♥s s♦✉s✲t❡r♠❡s✳ ▲❡ ❜✉t ❞❡s ❈❤❛♣✐tr❡s ■■■ ❡t ■❱ ét❛✐t ❞✬✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r ❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s s♦✉s
❧❛ ❢♦r♠❡ ❞✬✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ t❡r♠❡s ♥♦♥ ❝♦♥❞✐t✐♦♥♥❡❧✳ ■❧ ❢❛✉❞r❛✐t ❞♦♥❝ ✐❝✐ ✐♥t❡r♥❛❧✐s❡r
❝❡s ❝♦♥❞✐t✐♦♥s ❞❛♥s ✉♥ s②stè♠❡ ❞❡ ré❝r✐t✉r❡ ❞❡ rés❡❛✉①✳ ▲❛ ❞✐✣❝✉❧té ❡st ❞❡ s❛✈♦✐r✱ ❛✉ ♥✐✈❡❛✉
❞❡ ❧❛ r❛❝✐♥❡ ❞✬✉♥ s♦✉s✲t❡r♠❡✱ s✬✐❧ ❡st ❝❧♦s ♦✉ ♥♦♥✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❝❡❧❛ ❞é♣❡♥❞ ❞❡ s✉❜st✐t✉t✐♦♥s
é✈❡♥t✉❡❧❧❡s ❛✉ ♥✐✈❡❛✉ ❞❡s ❢❡✉✐❧❧❡s ❞❡ ❝❡ s♦✉s✲t❡r♠❡✳ ■❧ ② ❛ ❞♦♥❝ ✉♥ ♣r♦❜❧è♠❡ ❞❡ ❧♦❝❛❧✐té✱ ❝♦♠♠❡
❛✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■■✱ ♠❛✐s ❧❛ s♦❧✉t✐♦♥ ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ■❱ ♥✬❡st ♣❛s ❛♣♣❧✐❝❛❜❧❡✱ ❝❛r ❧❛ s✉❜st✐t✉t✐♦♥ ♥✬❛
♣❛s ❞✉ t♦✉t ❧❛ ♠ê♠❡ ❣é♦♠étr✐❡ ❞❛♥s ❧❡s t❡r♠❡s ❡t ❧❡s rés❡❛✉①✳
❊♥ ré❛❧✐té✱ ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❡st ♣r♦♣♦sé❡ ♣❛r ▼❛❝❦✐❡ ❬▼❛❝✵✹❪✱ q✉✐ ❞é❝r✐t ✉♥ é✈❛❧✉❛t❡✉r ❜❛sé
s✉r ❧❡s rés❡❛✉① ❞✬✐♥t❡r❛❝t✐♦♥ ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ❝❡rt❛✐♥❡s ✐❞é❡s ✐ss✉❡s ❞❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳ ▲❡ ❝❤♦✐①
❞❡ ❬▼❛❝✵✹❪ ❡st ❞✬✐♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❧✐❡♥ ❡♥tr❡ ❧❡s ❛❣❡♥ts λ ❡t ❧❡s ♣♦rts ❝♦rr❡s♣♦♥❞❛♥t ❛✉① ✈❛r✐❛❜❧❡s
❧✐❜r❡s✱ ❞❡ ❢❛ç♦♥ à ❢❛✐r❡ r❡♠♦♥t❡r ❧✬✐♥❢♦r♠❛t✐♦♥ q✉❛♥❞ ❧❡ t❡r♠❡ ❞❡✈✐❡♥t ❝❧♦s✳ ▼❛✐s ❝❡❧❛ ❝♦rr❡s♣♦♥❞
❛✉ss✐ à ✉♥ ❝♦❞❛❣❡ ❞❡ ❜♦ît❡✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❛ ♣♦rté❡ ❞❡s ❛❜str❛❝t✐♦♥s ❡st ❝❧❛✐r❡♠❡♥t ❞é❧✐♠✐té❡✱ ❡t ❝❡❧❛
♣❡✉t ❡♥ ♣❛rt✐❝✉❧✐❡r ❛✉ss✐ ❝♦♥st✐t✉❡r ✉♥❡ s♦❧✉t✐♦♥ ❛✉ ♣r❡♠✐❡r ♣r♦❜❧è♠❡✳
❖♥ ♣♦✉rr❛✐t ❞♦♥❝ ❡ss❛②❡r ❞✬❛❥♦✉t❡r ✉♥ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ à ❝❡ ❝♦❞❛❣❡✳ ❈❡❧❛ s❡♠❜❧❡ ♣♦ss✐❜❧❡✱
♠ê♠❡ s✐ ❧❡s rés✉❧t❛ts ❞❡ s✐♠✉❧❛t✐♦♥ r✐sq✉❡♥t ❞✬êtr❡ ♠♦✐♥s ❢♦rts q✉❡ ❝❡✉① ❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t ❛✐❞❡r à rés♦✉❞r❡ ❝❡rt❛✐♥s ♣r♦❜❧è♠❡s✳ P❛r ❡①❡♠♣❧❡✱ ❡♥ ✐♠♣♦s❛♥t ✉♥ ♦r❞r❡
♥♦r♠❛❧ s✉r ❧❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣♦✉rr❛✐t ❡✛❡❝t✐✈❡♠❡♥t ❞❡✈❡♥✐r ♥♦r♠❛❧✐s❛♥t❡✳ ❆✐♥s✐✱ ❣râ❝❡
❛✉① ❛❣❡♥ts ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❡t ❛✉ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ ♥✬❡✛❡❝t✉❡r❛✐t q✉❡ ❞❡s ré❞✉❝t✐♦♥s ♥é❝❡ss❛✐r❡s✳
✶✻✺
▲❡ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ q✉❡st✐♦♥s ♣❡✉t s✬❛♣♣❧✐q✉❡r à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✳ ■♥tr♦❞✉✐r❡ ✉♥ ❥❡t♦♥
♣❡r♠❡ttr❛✐t très ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r ❧❡ ❢❛✐t q✉❡ ❧✬♦♥ ✈❡✉t ré❞✉✐r❡ ❡♥ ♦r❞r❡ ♥♦r♠❛❧✳ ❈❡✲
♣❡♥❞❛♥t✱ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞❡ ❜♦ît❡ s❡r❛✐t ❝❡rt❛✐♥❡♠❡♥t ❡♥❝♦r❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳ ◆é❛♥♠♦✐♥s✱ ❡♥ ❝♦♥trô❧❛♥t
♣❧✉s ✜♥❡♠❡♥t ❧❡ ✢♦t ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥✱ ♦♥ s❡ ♣❧❛❝❡ ❞❛♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ♣❧✉s s✐♠♣❧❡✱ ♣❧✉s ♣ré✈✐s✐❜❧❡✱ ❡t
❝❡❧❛ ♣♦✉rr❛✐t très ❜✐❡♥ ❛✈♦✐r ❞❡s ❡✛❡ts ❜é♥é✜q✉❡s s✉r ❧❡ t②♣❡ ❞❡ ❜♦ît❡ ♥é❝❡ss❛✐r❡✳
❘é❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡t ♦♣t✐♠❛❧✐té✭s✮
❉❛♥s ❝❡tt❡ t❤ès❡✱ ♦♥ ❛ ❜❡❛✉❝♦✉♣ ♣❛r❧é ❞❡ ♣❛rt❛❣❡✳ ■❧ ② ❛ ❞❡✉① t②♣❡s ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ✿ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡
❞❡ ❞♦♥♥é❡s✱ ❡t ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳ ▲❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ♦✛r❡ ❧❛ ♣♦ss✐❜✐❧✐té ❞❡ ♣❛rt❛❣❡r
❞❡s ❝❛❧❝✉❧s✳ ❊①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ♥♦✉s ❝♦♥st❛t♦♥s q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ❡st ♠❡✐❧❧❡✉r❡ q✉❡ ❧❛
ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡✱ ❞♦♥❝ ❛ ♣r✐♦r✐ q✉✬❡❧❧❡ ❡✛❡❝t✉❡ ✉♥ ♠❡✐❧❧❡✉r ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❝❛❧❝✉❧s✳
P♦✉rt❛♥t✱ ❝❡s ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ❜é♥é✜❝✐❡♥t ❞✉ ♠ê♠❡ t②♣❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ✭♣❛r ♦♣♣♦s✐t✐♦♥
à ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♦♣t✐♠❛❧❡✱ ♣❛r ❡①❡♠♣❧❡✮✳ ❉❡ ♣❧✉s✱ ❝✬❡st ❧❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ q✉✐
❢❛✐t ❧❡ ❝❤♦✐① ❞❡ t♦✉t ❧❡ t❡♠♣s ♣❛rt❛❣❡r ❧❡s ❝❛❧❝✉❧s✱ ❛❧♦rs q✉❡ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡ ✐♥t❡r❞✐t ❝❡rt❛✐♥s
❝❛❧❝✉❧s✳ ❖♥ ✈ér✐✜❡ ❞♦♥❝ q✉❡ ❧❡ ♠✐❡✉① ❡st ❧✬❡♥♥❡♠✐ ❞✉ ❜✐❡♥ ✿ ✐❧ ♣❡✉t êtr❡ s♦✉❤❛✐t❛❜❧❡ ❞❡ ♥❡ ♣❛s
❡✛❡❝t✉❡r ❝❡rt❛✐♥❡s ré❞✉❝t✐♦♥s✳
▼❛✐s ♥♦✉s ♣♦✉✈♦♥s s✉rt♦✉t ❣é♥ér❛❧✐s❡r ❧✬❛♣♣r♦❝❤❡ ✿ ♥♦✉s ❛✈♦♥s ✉♥ ❝❛❞r❡ ❞❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡
❞♦♥♥é❡s ❞❛♥s ❧❡q✉❡❧ ✈✐✈❡♥t ❞❡✉① str❛té❣✐❡s ♣❛rt✐❝✉❧✐èr❡s✳ ❈❡s str❛té❣✐❡s ❢♦♥t ❧❡ ❝❤♦✐①✱ q✉❛♥❞
❡❧❧❡s r❡♥❝♦♥tr❡♥t ✭❝✬❡st✲à✲❞✐r❡ ✿ q✉❛♥❞ ❧❡ ❥❡t♦♥ ❞✬é✈❛❧✉❛t✐♦♥ r❡♥❝♦♥tr❡✮ ✉♥ ré❞❡①✱ ❞❡ ❧❡ ré❞✉✐r❡
♦✉ ♣❛s✳ ▲❛ str❛té❣✐❡ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡ ❢❛✐t t♦✉❥♦✉rs ❝❡ ❝❤♦✐①✱ ❧❛ str❛té❣✐❡ ❝❧♦s❡ ♥❡ ❧❡ ❢❛✐t
q✉❡ s✬✐❧ ✈ér✐✜❡ ✉♥❡ ❝❡rt❛✐♥❡ ❝♦♥❞✐t✐♦♥ ❞❡ ❝❧ôt✉r❡✳
◆♦✉s ♣♦✉✈♦♥s ❞♦♥❝ très ❜✐❡♥ ✉t✐❧✐s❡r ❧✬é✈❛❧✉❛t❡✉r ♣♦✉r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ♣❧❡✐♥❡♠❡♥t ♣❛r❡ss❡✉s❡
❞✉ ❈❤❛♣✐tr❡ ❱✱ ❡t ❛♣♣❡❧❡r ✉♥ ♦r❛❝❧❡ à ❝❤❛q✉❡ ❢♦✐s q✉❡ ♥♦✉s r❡♥❝♦♥tr♦♥s ✉♥ ré❞❡①✱ ♣♦✉r ❞é❝✐❞❡r
s✬✐❧ ❞♦✐t êtr❡ ré❞✉✐t ♦✉ ♥♦♥✳ ◆♦✉s ❛✈♦♥s ré❛❧✐sé ❞❡s ❡①♣ér✐♠❡♥t❛t✐♦♥s ❡♥ ✉t✐❧✐s❛♥t ✉♥ ♦r❛❝❧❡
❛❧é❛t♦✐r❡✱ ❡t ♥♦✉s ❛✈♦♥s ♣r♦❝é❞é à ✉♥ ❣r❛♥❞ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s✳ P♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é✱
♣❛r♠✐ t♦✉t❡s ❝❡s ❡①é❝✉t✐♦♥s✱ ✉♥ ❝❡rt❛✐♥ ♥♦♠❜r❡ ❞✬❡♥tr❡ ❡❧❧❡s ré❛❧✐s❡♥t ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ♠✐♥✐♠❛❧ ❞❡
β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✳ P❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t✱ ♣♦✉r ✉♥ t❡r♠❡ ❞♦♥♥é✱ ✐❧ ❡①✐st❡ ✉♥ ♥♦♠❜r❡ n✱ t❡❧ q✉✬♦♥ ♣✉✐ss❡
♦❜t❡♥✐r ✉♥ ♥♦♠❜r❡ ❛r❜✐tr❛✐r❡ ❞✬❡①é❝✉t✐♦♥s ré❛❧✐s❛♥t n β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✱ ❡t ❛✉❝✉♥❡ q✉✐ ré❛❧✐s❡ n−1
β✲ré❞✉❝t✐♦♥s✳ ❈❡ ♥♦♠❜r❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞ ❞♦♥❝ ❛ ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té✱ ♠❛✐s ♣❛s ❛✉ s❡♥s ❞❡
▲é✈②✱ ♣✉✐sq✉❡ ❧❡ ♣❛rt❛❣❡ ❞❡ ❞♦♥♥é❡s ❛✉t♦r✐sé ❡st ♠♦✐♥s ❢♦rt✳ ◆♦✉s ❞✐r♦♥s ❞♦♥❝ q✉✬✐❧ s✬❛❣✐t
❞✬✉♥❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✳ ❉❡ ❢❛ç♦♥ ét♦♥♥❛♥t❡✱ ❝❡ ♥♦♠❜r❡ ❡st très ♣r♦❝❤❡ ❞✉ ♥♦♠❜r❡ ❞❡
β✲ré❞✉❝t✐♦♥s ❡✛❡❝t✉é❡s ♣❛r ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✱ ❡①♣ér✐♠❡♥t❛❧❡♠❡♥t✱ ❜✐❡♥ sûr✳
▲❡ ♣r♦❧♦♥❣❡♠❡♥t ❞❡ ❝❡ tr❛✈❛✐❧ q✉✐ ♥♦✉s s❡♠❜❧❡ ❧❡ ♣❧✉s ♣r♦♠❡tt❡✉r ❡st ❞♦♥❝ ❞❡ ❢♦r♠❛❧✐s❡r
❝❡tt❡ ♥♦t✐♦♥ ❞✬♦♣t✐♠❛❧✐té ❢❛✐❜❧❡✱ q✉✐ ♣♦rt❡ ❞❡ ♠❡✐❧❧❡✉rs ❡s♣♦✐rs ❞❡ ❝♦rr❡s♣♦♥❞r❡ à ✉♥❡ ♥♦t✐♦♥
ré❛❧✐st❡ ❞❡ ❝♦ût ❞✬✐♠♣❧❛♥t❛t✐♦♥✱ ❡t ❞✬ét✉❞✐❡r ♣❧✉s ♣ré❝✐sé♠❡♥t ❧❡s ❧✐❡♥s ❛✈❡❝ ❧❛ ré❞✉❝t✐♦♥ ❝❧♦s❡✳
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